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第一章 概率论的若干结论 

概率论的发展归功于精确地论述

越来越复杂的观测结果。 

              M. Loeve（1977，P. 7） 

1. 引言 

在本章中,我们将以定义、定理和例子的形式给出现代概率论的各种概念。这些概念取材

于大量的材料，将为读者提供本书后续章节的背景材料。尽管本章的某些节内对于一些概念

一带而过，但有些节将详细叙述诸如鞅和最优停时等概念，读者可以从几个例子中看到概率

论的鞅论和最优停时理论在经济分析和金融中的应用。阅读本章至少可以从以下两个方面受

益：首先，了解各种应用概率模型的理论框架；其次，熟悉应用研究中广泛使用的鞅和最优

停时理论。 

2. 概率空间 

在一次试验中可能发生，也可能不发生，具有偶然性的事件称为试验的结果。试验所有

的结果构成一个集合，由Ω来表示。集合或空间Ω的元素由ω来表示，称为样本点。Ω的

一个子集称为一个事件。例如，考虑下个月美国失业人数占整个劳动力人数的比例，样本空

间Ω由 [ ]1,0 区间上的所有有理数构成，而 065.0=ω 即为一个元素或样本点。失业率不超过

07.0 ，或者失业率介于 06.0 和 08.0 之间均为事件。直观上讲，概率就是对在族上的某类事

件的评价。 

设Ω为由点ω 组成的任意空间。在概率研究中，如果Ω的某一子集族是重要的，可定

义Ω的该族子集为 −σ 域或 −σ 代数，本书中以 F 来表示。我们称 F 为一个 −σ 域，如果

它满足以下三个条件： 

（1） F∈Ω ,即 F 包含了空间Ω本身； 

（2） FA∈ 意味着 FAc ∈ ，即如果事件 A（ A为Ω的一个子集）属于 F ，则 A的补

集
cA 也属于 F ； 

（3） FAAA ∈,....,, 321 意味着 FAAA ∈⋅⋅⋅∪∪∪ 321 ，即如果Ω的可列子集属于 F ，

则这些可列子集的并集也属于 F 。 

我们称 F 的所有元素为可测集。值得一提的是，对于一个给定的集合Ω，其最小的 −σ

域是由空集φ和集合Ω自身所构成，而最大的 −σ 域则由Ω的幂集，即Ω的所有子集而构

成。最大的 −σ 域由Ω的
Ω2 个子集组成。这样一对 ),( FΩ 称为一个可测空间。 
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令ς 为Ω一个子集族。所有包含ς 的 −σ 域的交称为由ς 生成的 −σ 域，记为 )(ςσ 。

作为例子，我们考虑由实直线
1R 的子集— ],( ba 区间族而生成的 −σ 域，这个 −σ 域用

1ℜ 来

表示，其元素称为 Borel 集。注意，
1ℜ 是包含所有

1R 区间族的最小的 −σ 域；特别地，它

包含了
1R 的所有开集和闭集。直观上来说，

1ℜ 是由
1R 区间开始，经过一系列所有可能的有

限和可列集合理论运算（并、交和补）而得到的。 

如前所述，概率是对某类事件族上的评价。现在给出其严格的定义。令 ),( FΩ 为一可测

空间。定义在 F 上的一个集合函数μ 称为一个测度，如果它满足下面的条件： 

（1） 0)( =φμ ； 

（2） FA∈ 意味着 ∞≤≤ )(0 Aμ ； 

（3） FAA ∈L,, 21 ，如果 nA 是两两不相容的，即 φ=∩ mk AA ， mk ≠ ，则： 

∑
∞

=

∞

=
=∪

11
)()(

n
nnn

AA μμ  

一个最重要的测度为 Lebesgue测度，它定义在实直线
1R 的 Borel 集合族上，由λ来表

示。这个测度赋予每一个区间的是其区间的长度，即 ( ] abba −=,λ 。 

Lebesgue 测度可以直接推广到所有的 Borel 集。要了解详情的读者，请参阅

( )1.,1972 ChAsh 。值得注意的是， ∞=)( 1Rλ 以及可数集合 Lebesgue的测度为0 。定义在

1ℜ 上的 Lebesgue测度λ可以推广到 k 维空间
kR 的 Borel 集 kℜ 上。 

概率是一种特殊测度，记为 P ，它满足 ( ) 1=ΩP 。因此对于 FA∈ ，有 ( ) 10 ≤≤ AP 。

三元体 ( )PF ,,Ω 称为概率空间，其中Ω是由试验结果构成的非空的空间， F 是由Ω的代表

各种事件的子集所构成的 −σ 域，而 P 为定义在 F 上的概率测度。 

作为例子，我们来考虑 [ ]1,0 区间上的所有有理数构成的集合Ω，它们表示未来某个月中，

美国失业人数占总劳动力人数的比例。令 F 为可列空间Ω的所有子集构成的 −σ 域， ( )ωμ

为定义在Ω上的非负函数，满足 ( ) 1=∑
Ω∈ω

ωμ ，定义 ∑
∈

=
A

AP
ω

ωμ )()( ，则 ( )PF ,,Ω 就是一

个概率空间。 
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概率空间的一种特殊情形为完备概率空间。令 ( )PF ,,Ω 为一个概率空间， N 为Ω的一

个子集。如果存在一个集合 FA∈ 使得 AN ⊂ ，且 0)( =AP ，则称 N 是可忽略的。如果 F

包含了Ω的所有对 P 可忽略的子集，则称概率空间是完备的。这个概念将在本章§7 中用到。 

考虑概率空间 ( )PF ,,Ω 的一列事件{ }nA ，定义： 

{ }n

knknn
n

A

AA

属于无穷多个ωω :

suplim
1

=

∪∩=
∞

=

∞

=  

和 

{ }n

knknnn

A

AA

属于除有限个外所有的ωω :

inflim
1

=

∩∪=
∞

=

∞

=  

如果所有 FAn ∈ ，则 n
n

Asuplim 和 nn
Ainflim 都属于 F 。 

在结束本节之前，我们需要给出独立性的定义，并给出一个重要引理。我们由初等概率

论知，如果 )()()( BPAPBAP ⋅=∩ ，则称事件 A和事件 B 独立。我们将这一概念推广为

有限个事件的独立性。事件 nAAA ,...,, 21 是相互独立的，如果它们满足对任意一组 j 个不同

的下标 { }nkkk j ,...,2,1,...,, 21 ∈ ，有： 

)()...()...(
11 jj kkkk APAPAAP =∩∩                  （2.1） 

对于无穷多个事件，如果它的任意有限个事件是独立的，则称这无穷多个事件是独立的。下

面的引理非常重要，本章的后面将会用到它。 

引理 2.1 (Borel-Cantelli) 令 { }nA 为概率空间 ),,( PFΩ 上的一事件列。如果

∞<∑
n

nAP )( ，则 0)sup(lim =n
n

AP 。如果事件列{ }nA 是独立的，且 ∞=∑
n

nAP )( ，则： 

1)sup(lim =n
n

AP  

证明：参见 Neveu(1965,128-129 页)。 

3.  随机变量 

设 ),( FΩ 和 ),( F ′Ω′ 为两个可测空间。称映射 Ω′→Ω:X 是 ),( FF ′ 可测的，如果对

每一个 FA ′∈′ ，有： 
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{ } FAXAX ∈′∈=′− )(:)(1 ωω  

直观上讲，一个映射的可测性指的是对于象空间Ω′的每一个有意义的事件，定义域空间Ω总

有一个有意义的事件与其对应。这里，一个事件有意义指的是它属于一个适当的 −σ 域。由 X

生成的 −σ 域记为 )(Xσ ，它是使得 X 可测的最小的 −σ 域。 

一个重要的特殊情形是象空间Ω′为实直线
1R 时。这时我们取 −σ 域为 1ℜ ，即 Borel

集 合 族 。 称 一 个 函 数
1: Rf →Ω 是 可 测 的 ， 如 果 对 于 每 一 个 1ℜ∈′A ， 有

{ } FAfAf ∈′∈=′− )(:)(1 ωω 。在上述意义下可测的实函数就称为随机变量。 

假设
kRf →Ω: 是可测的。那么它就称为随机向量。注意 f 有如下形式： 

))(),...,(()( 1 ωωω kfff =  

这里每一个分量 )(ωif 都是实函数。映射 f 是可测的，当且仅当它的每一个分量都是可测的。

在许多应用中，我们假设 f 是连续的，这意味着 f 也是可测的。 

令 ),,( PFΩ 为一个概率空间， ),,( 11 λℜR 为可测空间。其中
1R 为实直线， 1ℜ 为 Borel

集构成的 −σ 域，λ为 Lebesgue测度，并假设 X 为一个随机变量， 1: RX →Ω 。对于所

有的 1ℜ∈A ，我们定义 X 的分布或分布律 XP 为： 

))(:(

))(()( 1

AXP

AXPAPX

∈=

= −

ωω
 （3.1） 

随机变量 X 的分布对于目标空间中的每一个集合 1ℜ∈A 赋予了一个概率测度，它依赖于 X

的原象。对于
1Rx∈ ，定义 X 的分布函数 F 如下：  

{ }xXPxF ≤= )(:)( ωω  （3.2） 

注意到 F 是一个递减、右连续的函数，且： 

时当 −∞→→ xxF ,0)( ， 

时当 ∞→→ xxF ,1)( 。 

概率论中有一个非常重要的定理。该定理叙述如下：对于一个给定的具有上述性质的分

布函数 F ，总可以构造一个概率空间 ),,( PFΩ 和一个随机变量 X ，使得 F 恰好是 X 的分

布函数。参见 Billingsley(1979,159 页)。于是分布函数的概念可以推广到随机向量

kRX →Ω: 上。对每一个
kRx∈  
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{ }kk

k

xXxXP

xxxFxF

≤≤=

=

)(,,)(:

),,,()(

11

21

ωωω L

L
 （3.3） 

这里， kXX ,...,1 为 X 的 k 个分量。我们称 F 为联合分布函数。令 F 为 K 维随机向量

),...,( 1 kXXX = 的联合分布函数。X 的m 个分量 )( km ≤ 的边际分布函数可通过在 F 的未

涉及到的变量中以∞代替而得到。作为示例，一个二维（ 2=m ）边际分布，可写为： 

{ }∞≤∞≤≤=

∞∞

)(,,)(,)(:

),,,,(

211

21

ωωωω kXXxXP

xxF

L

L
 （3.4） 

称随机变量 X 和其分布 XP 关于 Lebesgue测度具有密度 f ，如果 f 为一个非负实函数，   

且使得对于每一个 1ℜ∈A ，有： 

{ } ∫=∈
A

dxxfAXP )()(: ωω  （3.5） 

注意，密度函数 f 仅由一个 Lebesgue零测度集确定。当随机变量 X 有密度 f 时，则密度 f

和分布函数 F 有如下关系： 

∫ ∞−
=

x
dssfxF )()(  （3.6） 

在许多应用中，分布函数 F 是连续可微的。此时 F 的导数就是密度 f 。有几个分布函

数的例子，在初等概率论中大家已经熟悉，如二项分布： 

xnx
X PP

x
n

xP −−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= )1()(  （3.7） 

nx ,...,2,1,0= 。在此例中，我们取 { }n,...,2,1,0=Ω ，F 由Ω的所有子集构成，定义变量 X

为 xxX =)( 。 

另一个例子为带有正参数m 的 Poisson分布： 

!
)(

x
mexP

xm

X

−

=  （3.8） 

,...2,1,0=x 。 

最后，称随机变量 X 服从参数μ和 0>σ 的正态分布，如果对于 Ax ∈ ，且 1ℜ∈A ，

有： 

∫ ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −−
=

AX dxxAP 2

2

2
)(exp

2
1)(

σ
μ

πσ
 （3.9） 
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假 设 nXXX ,...,, 21 为 定 义 在 概 率 空 间 ),,( PFΩ 上 的 随 机 变 量 ，

niRX i ,...,2,1,: 1 =→Ω 。 

如果对所有的 Borel 集 nAAA ,...,, 21 ，有： 

{ }
{ } { }nn

nn

AXPAXP
AXAXP

∈∈=
∈∈

)(:)(:
)(,,)(:

11

11

ωωωω
ωωω

L

L
 （3.10） 

则称 nXXX ,...,, 21 是相互独立的随机变量。另外还有两个等价性定义： nXXX ,...,, 21 是相

互独立的随机变量，如果对任意的实数 nxxx ,...,, 21 ,有： 

[ ] [ ] [ ] [ ]nnnn xXPxXPxXPxXxXP ≤≤≤=≤≤ LLL 111111 ,,  （3.11） 

注意，在（3.11）中，为了记号的方便，将变量ω省略掉了。换言之， nXXX ,...,, 21 是相互

独立的，如果对于任意的实数 nxxx ,...,, 21 ，有： 

( ) )()(,, 111 nnn xFxFxxF LL =  （3.12） 

其中 F 是 nXXX ,...,, 21 的联合分布函数， nFFF ,...,, 21 为一维边际分布函数。 

上述定义可以非常容易地推广到随机向量情形。在（3.10）中，我们将 iX 视为随机向量，

而 iA 则为 k 维 Borel 集。此外，独立性的定义还可推广到无穷多个随机变量 ,..., 21 XX 的情

形，根据（3.10）或其他等价性定义，只要要求任意有限子集独立即可。 

对于定义在 ),,( PFΩ 上的随机变量列{ }nX 和定义在同一个空间上的随机变量 X ，有三

种常用的收敛性概念。首先，如果存在一个集合 0)(, =∈ NPFN ，使得对所有的 N∉ω ，

实数列{ })(ωnX 在通常的意义下收敛于 )(ωX ，则称{ }nX 以概率 1收敛于 X ，并记为： 

∞→→ npwXX n ,1..
 （3.13）

 

其次，我们称随机变量{ }nX 以概率收敛于 X ，如果对于任给的 0>ε ，有： 

{ } [ ] ∞→→>−=>− nXXPXXP nn ,0)()(: εεωωω
 

（3.14） 

并记为： 

∞→⎯→⎯ nXX P
n ,

 
（3.15） 



《经济学和金融中的随机方法》                                                             第一章 

 7

最后，设{ }nF 和 F 分别为{ }nX 和 X 的分布函数。若当 ∞→n 时： 

∫∫ →
RR n xdFxfxdFxf )()()()(

 
（3.16） 

对于任意的定义在 R 上的实值、连续有界的函数 f 都成立，则称{ }nX 依分布收敛于 X ，并

记为： 

∞→⇒ nXX n ,
 

（3.17） 

注意：（3.13）成立表明（3.15）成立，而且（3.15）成立表明（3.17）成立。 

4. 数学期望 

如果 X 为定义在概率空间 ),,( PFΩ 上的随机变量，若积分 ∫ΩXdP 存在，即 ∞<∫ΩXdP ，

则称其为 X 的期望，记为： 

∫Ω= XdPxE )(
 

（4.1） 

问题随之而来，（4.1）右端的意义是什么？通过定义积分 

∫∫∫ ΩΩΩ
== XdPdPXdPX )()()()( ωωωω

 
（4.2） 

可以立即回答这个问题。 

首先，假设 X 为一个非负随机变量。对于空间 Ω 有限分割集合 { }iA , iA 满足

φ=∩∈ jii AAFA , ，当 ji ≠ 时，且 Ω=∪ ii
A ，考虑总和： 

∑ ∈i
iA

APX
i

)()](inf[ ω
ω

 

（4.3） 

利用（4.3），定义（4.2）的意义如下： 

∑∫ ∈Ω
=

i
iA

APXXdP
i

)()](inf[sup ω
ω

 

（4.4） 

在（4.4）中，上确界 sup 是对Ω的定义在 F 上的所有有限分割{ }iA 而取的。 

其次，注意到任意的随机变量 X 都可以表示为： 

−+ −= XXX  （4.5） 

其中
+X 表示 X 的正部，由 

⎩
⎨
⎧ ∞≤≤

=+

其他

如果

,0
)(0),(

)(
ωω

ω
XX

X
 

（4.6） 

给出，而
−X 表示 X 的负部，由 
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⎩
⎨
⎧ ≤≤∞−−

=−

其他

如果

,0
0)(),(

)(
ωω

ω
XX

X
 

（4.7） 

给出。由于
+X 和

−X 都是非负可测的，从而（4.4）对于它们都成立。因此任意随机变量的

积分可以定义为： 

∫∫∫ Ω

−

Ω

+

Ω
−= dPXdPXXdP

 
（4.8） 

如果（4.8）右端的每一项都是有限的，则我们称 X 是可积的。由于
−+ += XXX ，所以 X

可积的充要条件为 ∞<∫Ω dPX 。 

期望具有几个良好的性质。在下个定理介绍这些性质之前，我们先来解释测度论和概率

论中的一个习惯术语。在概率空间 ),,( PFΩ 上，一个与Ω的元素ω有关的命题被认为是几

乎必然成立的，记为 ..sa ，或等价地，以概率 1 成立，记为 1..pw ，如果该命题对于可能除

一个零测度 [ ]0)(, =∈ NPFNN 以外的所有 Ω∈ω 都成立。如果我们以任意测度来代替 P ，

则 1..pw 由几乎处处来代替，记为 ea. 。 

定理 4.1  设 ),,( PFΩ 为一个概率空间， f 和h为定义在这个空间上的随机变量。 

（1） 若 f 可积， R∈α ，则 ∞<∫Ω fdPα ，且 ∫∫ ΩΩ
= fdPfdP αα 。 

（2） 若 f 和h可积，α 和 β 为有限实数，则 hf βα + 可积，且 

∫∫∫ ΩΩΩ
+=+ hdPfdPdPhf βαβα )(

。
 

（3） 若 f 和 g 可积，且 1..pwhf ≤ ，则 ∫∫ ΩΩ
≤ hdPfdP

。 

（4） 若 f 可积，则
∫∫ ΩΩ

≤ dPffdP
。 

（5） 若 f 可积，则对任意的 FA∈ ， ∞<∫A fdP 。 

关于这个定理的证明，参阅 Ash(1972,41-42 页)。 

定理 4.2 （单调收敛定理）设 }{ nX 为 ),,( PFΩ 上的非负单调递增的随机变量列，且

1..),()( pwXX n ωω → ，则 ∫∫ ΩΩ
→ XdPdPX n 。 

  注意，这个定理保证了极限和期望运算的可交换性，即 )lim()(lim nnnn
XEXE

∞→∞→
= 。 

对于实的随机变量列 nX ，下面定义 nn Xsuplim 和 nn Xinflim ： 
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)(infsup))(inf(lim ωω knkn
nn

XX
≥

=  

)(supinf))(sup(lim ωω k
nknn

n
XX

≥
=  

定理 4.3 （Fatou 引理）对于 ),,( PFΩ 上的非负随机变量列{ }nX ，有： 

∫∫ ΩΩ
≤ dPXdPX nnnn

infliminflim  

定理 4.4 （控制收敛定理）设{ }nX 为一随机变量列，Y 为一可积的随机变量，所有变量都

定义在 ),,( PFΩ 上，且 1..pwYX n ≤ 对所有n都成立。如果 1..pwXX n → ，则 X 和 nX

都可积，且 ∫∫ ΩΩ
→ XdPdPX n 。 

这些定理的证明见 Ash(1972,44-50 页)。 

利用上述积分的背景，我们现在来叙述一些基本定义。设 X 为 ),,( PFΩ 上的随机变量，

0>k 。我们称 )( kXE 为 X 的 k 阶矩，而 )))((( kXEXE − 为 k 阶中心矩。当 1=k 时， )(xE

就是通常所称的 X 的均值；当 2=k 时，二阶中心矩称为 X 的方差，记为VarX ，用 2σ 表

示，即： 

)))((( 22 XEXEVarX −==σ  （4.9） 

假定 ∞<)( XE 。正的平方根σ 称为标准差。 

注意到，如果 ∞<> )(,0 kXEk ，则 ∞<)( lXE 对 kl <<0 成立。还有，如果 nXX ,...,1

为 定 义 在 ),,( PFΩ 上 的 相 互 独 立 的 随 机 变 量 ， niXE i ,...,2,1,)( =∞< ， 则

∞<)( 1 nXXE L ，且有： 

)()()( 11 nn XEXEXXE LL =
 

（4.10） 

而且， 

∑
=

=++
n

i
in VarXXXVar

1
1 )...(

 

（4.11） 

对于具有有限期望的两个随机变量 X 和Y ， X 和Y 的协方差定义为： 

)()()(
)))())((((),(

YEXEXYE
YEYXEXEYXCov

−=
−−=

 

（4.12） 

由（4.10），如果 X 和Y 是独立的，则 0),( =YXCov 。但是反之则不成立。 
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考虑随机变量 X 和Y 。假设它们的方差
2
Xσ 和

2
Yσ 是非零且有限的。我们定义 X 和Y 的

相关系数，由 ),( YXρ 表示，为： 

YXYXCovYX σσρ /),(),( =  （4.13） 

我们通过叙述一个有用的事实来结束这一节。设 X 为定义在 ),,( PFΩ 上的随机变量，

其分布函数为 F 。假设： RRg →: 为一可测函数，且 )(XgY = ，则： 

∫= R
xdFxgYE )()()(

 
（4.14） 

在各种应用中，通过 R 上的积分而代替Ω上的积分来计算随机变量的期望会更容易些。

基于此，我们可以在（4.14）中，令 xxg =)( 。 

5.  条件概率 

由初等概率论知，给定一个集合 B ，集合 A的条件概率 )|( BAP 由 

)(/)()|( BPBAPBAP ∩=  （5.1） 

给出，这里假定 0)( ≠BP 。条件概率与给定空间Ω的一个子集中的事件有关。直观上讲，

条件概率表示的是在 B 已经发生这一信息的前提下，重新计算 A发生的概率。本节，我们将

研究样本空间 ),,( PFΩ 下具有一般意义的条件概率。这里,集合 A的条件概率是针对 F 中的

−σ 域ζ 而定义的,所使用的记号为 ]|[ ζAP 。直观的解释类似于（5.1）的解释：集合 A的

条件概率是根据包含在 F 中的 −σ 域ζ 所提供的信息而计算的。 

在此，我们离开本题转而给出两个定义以及 Radon-Nikodym 定理。Radon-Nikodym 定理

将建立条件概率的存在性。 

考虑可测空间 ),( FΩ 上两个测度 v 和 P 。我们称测度 v 相对于测度 P 绝对连续，或称 v

被 P 控制，只要对每个 FA∈ ， 0)( =AP 一定也有 0)( =Av 。若Ω可由 F 中至多可数多个

无穷集合的并组成，每一个都有有限测度，则称测度 P 为 −σ 有限。现在给出定理的陈述。 

定理 5.1 （Radon-Nikodym） 设 ),( FΩ 是一可测空间。若对 ),( FΩ 上的两个 −σ 有限测度 v

和 P ，其中 v 被 P 控制，则存在一个非负可测函数 f 使得 
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FAfdPAv
A

∈= ∫)(  （5.2） 

证明参见 Ash （1972，PP. 63-65）。 

（5. 2）中的函数 f 称为 v 关于 P 的 Radon-Nikodym 导数，记为 dPdv / 。 

基于上述简要的背景资料，我们将在任意一个概率空间 ),,( PFΩ 上,给出集合 A在给定 F 中

的 −σ 域ζ 下的条件概率的定义。我们将按照 Billingsley（1979）的方法进行分析。 

对给定集合 FA∈ ，如下定义 −σ 域ζ 上的测度 v ： 

)()( GAPGv ∩=  （5.3） 

对任意 ζ∈G 。将概率测度 P 限制在 −σ 域ζ 上。注意到若 0)( =GP ，则 0)( =Gv 。这表

示（5.3）所定义的测度 v 是受 P 控制的。对于可测空间 ),( ζΩ ，由于 v 和 P 都是σ 有限的，

且 v 受控于 P ，所以由 Radon-Nikodym 定理得知存在一个非负随机变量 f 使（5.2）成立。

综合（5.2）、（5.3）我们得出： 

∫=∩=
G

fdPGAPGv )()(  （5.4） 

对于任意 ζ∈G 。随机变量 f 就是条件概率 ]|[ ζAP ，且满足以下两条性质： 

（1） )|( ζAP 是对ζ 的测度且可表示为 P 的积分： 

（2）对 ζ∈G ， ]|[ ζAP 满足等式： 

)(]|[ GAPdPAP
G

∩=∫ ζ  （5.5） 

存在许多 1..pw 等价意义下的随机变量 ]|[ ζAP 。对任一给定的 ]|[ ζAP ，我们称此随机变

量为条件概率的一种表示。当 A 的条件概率由随机变量 X 生成的σ 域表示时，我们记为

)](|[ XAP σ ，或简记为 ]|[ XAP 。由此我们也可以得到任一给定的随机变量序列 ,..., 21 XX

的条件下， A的条件概率 ,...)],(|[ 21 XXAP σ 或 ,...],|[ 21 XXAP 。 

下述定理综合了条件概率的一些基本性质。 

定理 5.2  设 ),,( PFΩ 是一概率空间，ζ 是 F 中的一个 −σ 域。 

（1） 若 FA∈ ，则 1]|[0 ≤≤ ζAP 。特别地，若 1)( =AP ，则 1]|[ =ζAP ，且若

0)( =AP ,则 0]|[ =ζAP 。 
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（2） 若{ } ,...2,1, =nAn 是一列互不相交的集合，则 ∑=∪
n

nnn
APAP ]|[]|[ ζζ 。 

（3） 若 FBFA ∈∈ , ， 且 BA ⊂ ， 则 ]|[]|[]|[ ζζζ APBPABP −=− ， 且

]|[]|[ ζζ BPAP ≤ 。 

（4） 若{ }nA 是一递增（减）序列，以 A为极限，则当 ∞→n 时， ]|[ ζnAP 递增（减），

并以 ]|[ ζAP 为极限。 

在简单讨论了条件概率后，下面给出条件期望的概念。 

设 X 为 ),,( PFΩ 上的非负可积随机变量，定义ζ 上的测度 v 如下： 

∫=
G

XdPGv )(  （5.6） 

对任给的 ζ∈G 成立。这里ζ 是 F 上的 −σ 域。如前所述，若 P 限制在ζ 上，则由（5.6）

所定义的 v 受 P 控制，且应用 Radon-Nikodym 定理得知存在随机函数 f 满足： 

∫=
G

fdPGv )(  （5.7） 

这个随机变量由 ]|[ ζXE 来表示，称为给定 −σ 域ζ 的条件下随机变量 X 的条件期望。注

意 ]|[ ζXE 满足以下两条性质： 

（1） ]|[ ζXE 可积且ζ 可测； 

（2）由（5.6）和（5.7）可得对于 ζ∈G ： 

∫∫ =
GG

XdPdPXE ]|[ ζ  （5.8） 

对一般的随机变量 X ， X 可以不必非负，它的条件期望可由（4.5）得到，定义如下： 

]|[]|[]|[ ζζζ −+ −= XEXEXE 。 

由于存在许多仅在一零概率集上不同的 ]|[ ζXE 值，因而对每一个这样的值，我们都称其为

随机变量 X 的条件期望的一种表示。值得一提的是 ]|[ ζXE 为一个依赖于ω 的随机变量，

即 )](|[ ωζXE ，我们可将其解释为给定 −σ 域ζ 的信息的条件下 X 的期望值。 

条件期望满足以下定理中的各种性质。在定理 5.3 中我们假定 X 和Y 是可积的。 

定理 5.3  设 ),,( PFΩ 是一概率空间，ζ 是 F 的 −σ 域。 
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（1） 若 X 为常数，即 RccX ∈= , ，则 cXE =]|[ ζ 以概率 1 成立 1..pw 。 

（2） 若 YX , 为随机变量， Rba ∈, ，则： 

]|[]|[]|[ ζζζ YbEXaEbYaXE ±=±  

（3） 若 YX , 为随机变量，且 YX ≤ 以概率 1 成立 1..pw ，则： 

]|[]|[ ζζ YEXE ≤  

（4） 对于任给的随机变量 X ，有： 

]|[]|[ ζζ XEXE ≤  

证明参见 Billingsley（1979. P. 379）。 

定理 5.4  设 X 为 ),,( PFΩ 上的随机变量且可积，若 1ζ 和 2ζ 为 F 上的 −σ 域，且 21 ζζ ⊂ ，

则 

]|[]|]|[[ 112 ζζζ XEXEE = 以概率 1 成立。 

证明参见 Tucker（1967，p. 212）。 

定理 5.5  设 YX , 为 ),,( PFΩ 上的随机变量，且Y 和 XY 均可积， X 为ζ 可测。则 

]|[]|[ ζζ YXEXYE = 以概率 1 成立 1..pw 。 

其中ζ 为 F 的 −σ 域。 

证明参见 Tucker（1967，pp. 213-214）。 

最后我们得出： 

定理 5.6  （条件 Jensen 不等式） 设h 为 R 上的凸函数，X 为 ),,( PFΩ 上的随机变量。ζ

是 F 的一个 −σ 域。若 X 和 )(Xh 均可积，则： 

]|)([])|[( ζζ XhEXEh ≤ 以概率 1 成立 1..pw 。 

证明参见 Tucker（1967，p.217）。 

最后我们阐述两个重要的事实来结束这一节。 

假定 X 为 ),,( PFΩ 上的随机变量，ζ 是 F 的 −σ 域。迄今为止的讨论中，我们已经解

释了条件概率的意义。由于 ]|[]|[ ζζ APAXP =′∈ ，这里 { }AXA ′∈= )(: ωω ，
1ℜ∈′A ，

因此我们可以将条件概率推广到随机变量情形。我们也曾解释了条件期望的意义，并记作
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]|[ ζXE 。条件概率和条件期望的概念可以用概率分布函数统一起来。我们按照 Billingsley

（1979.p.390）的形式表述如下： 

事实 1. 对 ),,( PFΩ 上的随机变量 X ，其条件概率为： 

]|)(:[]|[]|[ ζωωζζ AXPAXPAP ′∈=′∈=  

其中
1ℜ∈′A ，存在一个定义在

1ℜ∈′A 和 Ω∈ω 上的函数 ),( ωAP ′ ，满足两条性质： 

（1） 任给一 Ω∈ω ， ),( ωAP ′ 作为 A′的函数，为
1ℜ 上的概率测度； 

（2） 任给一
1ℜ∈′A ， ),( ωAP ′ 作为ω的函数，为 ]|[ ζAXP ∈ 的一个版本。 

概率测度 ),( ω⋅P 称为 X 在给定ζ 条件下的条件分布。 

事实 2. 设 ),( ω⋅P 为由事实 1 所描述的给定ζ 条件下 X 的条件分布，且 X 可积。则 

∫
R

dxxP ),( ω 为 ]|[ ζXE 的一种版本。 

见 Billingsley（1979.p.399）。 

6. 鞅及其应用 

在给出了条件概率的内容后我们现在来研究鞅论及其在经济与金融中的一些应用。由于

鞅论广泛地利用了条件概率，因此上一节的作用很快就会显示出来。我们也将谈到鞅论如同

概率论的其他领域一样，在赌博的思维方式中可以找到其根源：设 ,..., 21 XX 是定义在同一

概率空间 ),,( PFΩ 上的一个随机变量序列。在赌博的情况中这些随机变量表示赌徒连续在

n,...,2,1 次赌博后的全部赢余。在赌徒已经完成了 n 次赌博的条件下，记其第 1+n 次赌博后

的期望财富为 ],...,|[ 11 nn XXXE + 。由前节可知， ],...,|[ 11 nn XXXE + 表示在随机变量

nXX ,...,1 生成的 −σ 域下， 1+nX 的条件期望。直观上讲，由 nXX ,...,1 生成的 −σ 域包含

了赌徒前 n 次赌博的关于其财富的过去所有信息。假如赌博是公平的，那么平均而言，赌徒

在第 1+n 次赌博中的期望所得将既不多于也不少于这次赌博前的所得，即： 

[ ] nnn XXXXE =+ ,,| 11 L  （6.1） 

换言之，方程（6.1）称为鞅性质，它表示在一个公平的博奕中，赌徒在下一局中的财富从平

均意义上来讲就是当前的财富，它与先前的历史无关。 

将（6.1）中的等号换作≥或≤，这种博弈就分别成为有利或无利的。由此引出鞅的定义。 
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6.1 定义 

设 ,..., 21 XX 为定义在同一概率空间 ),,( PFΩ 上的随机变量序列。令 ,..., 21 FF 为属于 F

的 −σ 域。序列{ },...2,1),,( =nFX nn 称为鞅，如果对于任意的 n ,它满足以下四个条件： 

(1) 1+⊂ nn FF ； 

(2) nX 为 nF 可测； 

(3) ∞<)( nXE ； 

(4) ，nnn XFXE =+ ]|[ 1 以概率 1成立 1..pw 。 

条件（1）表示{ } ,...2,1, =nFn 为 F 中的一组递增的 −σ 域序列。直观上讲,{ }nF 递增的

要求意味着 −σ 域序列包含的信息量是递增的,这被称为 F 的 −σ 域序列{ }nF 的单调性。它

试图反映这样一个实际想法，即从过去到第 1+n 时期所包含的事件、信息或历史比到第 n 时

期要多。由单调递增序列{ }nF 所表现的总体信息结构反映了“学而不忘”的概念。在某些应

用中， nF 是由随机变量 nXX ,...,1 生成的 −σ 代数，当然也可以由其他随机变量，如 nYY ,...,1 ，

所生成的 −σ 代数。在这样的应用中，我们常用 ],...,|[ 11 nn XXXE + 或 ],...,|[ 11 nn YYXE + 等

来替代 ]|[ 1 nn FXE + 。 

条件（2）中的可测性质指的是对每一个 nXn, 以可测空间 ),( nFΩ 作为定义域， ),( ℜR

作为目标空间。有些学者如 Meyer（1966.p.77）用了如下术语： nX 适应于 −σ 域 nF 。如前

所述，当{ }nF 取成由 nXXX ,..., 21 生成的 −σ 域，即 ),...,( 21 nn XXXF σ= 时，可测条件自

动满足。注意，由 nXX ,...,1 生成的 −σ 域 ),...,( 1 nXXσ 是使 nXX ,...1 可测的最小 −σ 域。

假定 Y 也是同一空间上的随机变量，考虑由 nXXY ,...,, 1 生成的 −σ 域，记为

),...,,( 1 nXXYσ 。应有 ),...,,(),...,( 11 nn XXYXX σσ ⊂ ，且 nXX ,...,1 关于新的 −σ 域

),...,,( 1 nXXYσ 仍然可测。允许 −σ 域{ }nF 比最小的 −σ 域 ),...,( 1 nXXσ 大，这在理论上

是显然的，在许多应用中也是恰当的。Fama（1970）利用 −σ 域的大小程度给出了不同的信

息级别。 
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条件(3)，称为可积性，它仅说明 nX 是可积的，即 nX 的期望有限。最后，由条件(4)

表示的鞅性质指 nX 为 ]|[ 1 nn FXE + 的一种表示。对于赌博而言,此条件表示赌博是公平的。

注意条件（4） 等价于 

∫∫ =+
A

n
A

nn dPXdPFXE ]|[ 1  （6.2） 

其中 nFA∈ ， ,...2,1=n 。而由方程（5.8）可得： 

∫∫ ++ =
A

n
A

nn dPXdPFXE 11 ]|[  （6.3） 

对 nFA∈ 成立。由（6.2）和（6.3）可得： 

∫∫ =+
A

n
A

n dPXdPX 1  （6.4） 

对 nFA∈ 成立。因此条件（4）和（6.4）是等价的。由归纳法，同理可得： 

∫∫∫ ++ ===
A

kn
A

n
A

n dPXdPXdPX L1  

对 1,1 ≥⊂⊂⊂∈ ++ kFFFA knnn L 成立。这表示 nX 是 ]|[ nkn FXE + 的一个版本。因此条

件（4）中的鞅性质也可写为： nnkn XFXE =+ ]|[  

下面给出一些补充定义。对于不满足条件（3）的非负 nX ，条件（4） 仍然成立。对这

样的满足（1）、（2）和（4）但不满足（3）的非负 nX ，我们称{ },...2,1),,( =nFX nn 为广义

鞅。若序列{ },...2,1),,( =nFX nn 满足（1），（2），（3）和（
*4 ） nnn XFXE ≥+ ]|[ 1 ,以概率

1 成立 1..pw ，我们称其为下鞅。若将（
*4 ）中≥号换为≤号，则{ },...2,1),,( =nFX nn 称为

上鞅。利用（6.4）我们可知{ },...2,1),,( =nFX nn 为下鞅，当且仅当 

∫∫ ≥+
A

n
A

n dPXdPX 1  （6.5） 

对 nFA∈ 成立。{ },...2,1),,( =nFX nn 为上鞅，当且仅当 

∫∫ ≥+
A

n
A

n dPXdPX 1  （6.6） 

对 nFA∈ 成立。 

6.2 示例 
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在说明鞅论在经济与金融中的应用之前，利用上述概念并参照 Billingsley（1979. P. 408）

和 Doob（1971），我们给出一些具有上述概率性质的例子。 

例（1）:设 ),,( PFΩ 为一概率空间， v 为 F 的上的一有限测度， ,..., 21 FF 为 F 的非递

减 −σ 域序列。假定v和 P 限制在 nF 上时， v受控于 P ，即假定若 nFA∈ 且 0)( =AP ，则

有 0)( =Av 。由定理 5.1 得知，当v和 P 都限制在 nF 上时，存在 v对 P 的 Radon-Nikodym 导

数，记为 nX 。注意到 nX 是 nF 可测且对 P 可积，则由（5.2）得知，对于任意的 nFA∈ ， nX

满足： 

∫=
A

ndPXAv )(  （6.7） 

但 是 nFA∈ 意 味 着 1+∈ nFA ， 故 ∫ +=
A

n dPXAv 1)( 。 因 此 （ 6.4 ） 成 立 ， 证 得

{ },...2,1),,( =nFX nn 为鞅。 

例（2）：设Y 为 ),,( PFΩ 上的可积随机变量，{ }nF 为 F 上的非递减 −σ 域序列。定义

nX 为 ]|[ nn FYEX = ，即 nX 为Y 在 −σ 域 nF 条件下的条件期望。由前一节可知 nX 既是

可测的，又是可积的。此外条件（4）成立，因为由定理 5.4 可得： 

nnnnnn XFYEFFYEEFXE === ++ ]|[]|]|[[]|[ 11 。 

因此{ },...2,1),,( =nFX nn 为鞅。这种鞅是在我们了解越来越多的条件时，对Y 连续求条件数

学期望而得。 

例（3）：假定 ,...,, 210 YYY 为独立随机变量，且 0)(,)(,00 =∞<= nn YEYEY ， 1≥n 。

定义 nn YYXYX ++== L100 , ， 1≥n 。则由 nY 生成的 −σ 域 nX 为鞅。条件（1）成立，

这是因为 nYY ,...,1 生成的 −σ 域 ),...,( 1 nYYσ 包含于由 11 ,..., +nYY 生成的 −σ 域 ),...,( 11 +nYYσ

中，即 ),...,(),...,( 111 +⊂ nn YYYY σσ 。由于加法运算保持可测性，故条件（2）成立；条件（3）

由 

∞<+≤ )()()( 1 nn YEYEXE L 可得。 

最后，条件（4）也成立，因为 
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n

nn

nnnn

nnnnn

X
YEX

YYYEYYXE
YYYXEYYXE

=
+=

+=
+=

+

+

++

)(
],...,|[],...,|[

],...,|[],...,|[

1

010

0101

 

注意在证明条件（4）时，我们用到了定理 5.3。还有一点要注意的是由 ,...,, 210 YYY 是独

立的随机变量，从而有 ][],...,|[ 101 ++ = nnn YEYYYE 。 

例 （ 4 ） 是 下 鞅 的 一 个 例 子 ： 假 定 { },...2,1),,( =nFX nn 为 鞅 ， 则 我 们 断 言

{ },...2,1),,( =nFX nn 必为下鞅。条件（1）满足是显然的，因为我们考虑的是同一族 −σ 域。

条件（2）和（3）成立是因为由 nX 的可测性和可积性推出 nX 的可测性和可积性。条件（
*4 ）

的成立可由定理 5.3 推得，因为有： 

nnnnn XFXEFXE =≥ ++ |][]|[ 11  

6．3 鞅在经济与金融中的应用 

鞅的概念已经在经济与金融中得到多处应用，下面我们将给出一些应用示例。 

例（1）：本例仿效 Samuelson（1965），我们稍加修改，指出在一定条件下期货定价是一

个鞅。 

设 ,...,...,,..., 1 Tttt XXX ++ 为定义在概率空间 ),,( PFΩ 上的有界随机变量序列。例如，

这个序列可表示价格，如小麦或黄金现货价格的时间序列。 tX 表示目前的现货价格， TtX + 表

示从现在到T 单位时间后的现货价格。随机变量有界的假定并不苛刻，因为商品价格总是有

限的。假定经纪人至少像了解过去的价格那样了解今天的价格。用概率的语言来说，我们假

设经纪人了解由在 −σ 域 tF 中的过程产生的所有可供信息，其中： 

),...,,( 10 tt XXXF σ=  （6.8） 

特别提醒注意的是 tF 包含了过去的价格实现过程。这些价格可记做 tt xxxx ,,...,, 110 − ，它们是

对特定 Ω∈ω 过程的实现值。这里： 

tttt xXxXxX === −− )(,)(,...,)( 1100 ωωω  

经纪人无法确切知道明天的价格 1+tX 或任意未来价格 TtX + 。然而，随着时间的推移，他的

信息不断增加，这就是因为他观测到了额外的价格现实。自然（6.8）中的 tF 是单调递增序
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列。我们插入提一下，Fama（1970）引进了术语弱、半强和强信息集来刻画信息集 tF ，它们

分别表示包含过程所有的过去值，所有公开的过去信息以及所有的过去信息（公开的和内幕

的）。本例中 tF 至少是弱信息集以保证 tX 可测。 

下面考虑今天的针对后 T期实际现货价的期货报价。我们用 ),( tTY 表示在 t 时刻所报，T

期后的期货价格。当一期过后，同一期货价格的新的报价就记为 )1,1( +− tTY 。这样我们就

得到一个序列： 

)1,1(),,(),...,1,1(),,( −++−+− TtYntnTYtTYtTY  （6.9） 

Samuelson(1965)的基本假定是期货价格由期末价格的目前期望值竞价决定。这类似于

Muth(1961)的理性预期假设，可表示为： 

,...2,1]|[),( == + TFXEtTY tTt  （6.10） 

注意（6.10）是有道理的，因为 TtX + 关于 tF 的条件期望存在，这由 TtX + 的可积性而保证。

而 TtX + 的可积性可由本例开头处 TtX + 的有界而得。 

现在我们来证明（6.9）是鞅。与（6.9）有关的 −σ 域为 11 ,...,,...,, −+++ Ttnttt FFFF 。由

（6.8）定义的这些 −σ 域形成一个单调递增序列，使鞅的第一个条件满足。（6.9）的可测性

和可积性条件由方程（6.10）和 TtX + 的条件期望性质可得。确切地说， ]|[ tTt FXE + 是 tF 可

测，而由（6.10）知 ),( tTY 也是 tF 可测，此外， ]|[ tTt FXE + 可积且： 

∞<= ∫∫ ++
A

Tt
A

tTt dPXdPFXE ]|[  （6.11） 

对 tFA∈ 成立。由（6.10）知，这对 ),( tTY 亦成立。（6.11）右端可由 TtX + 的有界假定得到。

因此，我们仅需证一条鞅性质： 

),(]|]1,1([ tTYFtTYE t =+−  （6.12） 

利用（6.10）和定理 5.5 很容易证明方程（6.12）。具体如下： 

),(
]|[

]|]|[[]|]1,1([ 1

tTY
FXE

FFXEEFtTYE

tTt

ttTtt

=
=
=+−

+

++

 

因此，期货定价在所给的假定下为鞅。 

本文概述的 Samuelson（1965）的理论文献和 Mandelbrot（1966）的著作激发了计量经

济学界对股票价格特性的检验的浓厚兴趣。尽管 Samuelson 的文章所建立的鞅性质是针对期
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货价格，而不是股票价格，但是，股票价格可以被看作一系列相继到期的期货报价。这样，

鞅性质对股票价格同样适用，它可以作为资本市场有效的一种度量。如果证券价格完全包含

了所有可提供的信息，则称资本市场是有效的。这里我们简单介绍 Jensen（1969）的几个发

现，有兴趣的读者可参考 Fama（1970）关于有效资本市场的详细的理论调查和实证发现。

Jensen 把信息区分开弱和强两种，进而他检验了强鞅假设，其中 t 时刻T 期后的价格 TtX + 的

期望是建立在 t 时刻的所有可提供的信息条件下。如前所述，这种信息包含了过程的所有过

去值以及公开的和厂商的内幕信息。Jensen（1969）将包含所有这样信息的 −σ 域记做 tΘ ，

于是强鞅假设可表示为： 

ttTt XTfXE )(]|[ =Θ+  （6.13） 

按 Jensen(1969)的提法，这里的 )(Tf 表示正常积累率，它依赖于时期长度T 。注意（6.13）

实际上表示序列 Tttt XXX ++ ,...,, 1 为一个下鞅，因为 ttTt XXE ≥Θ+ ]|[ 对 1)( ≥Tf 成立。

Jensen(1969)的 115 种共同基金的实证分析表明证券的当前价格包含了所有可提供的信息，

因此未来价格的最佳预测就是现价加上一个T 期正常的预期收益。 

作为结束，我们再来研读一下 Samuelson(1965)提到的序列 ,...,...,..., Ttt XX + ，以及它们

在（6.9）的无条件期望。注意这个序列假定为外生给出的。LeRoy（1973）在外生给出的假

设放宽时，试图导出鞅性质。他分析了股票风险和投资者风险厌恶的关系以便形式推导收益

率的外生概率分布。LeRoy（1973,P.437）得出结论：“任意特殊的系统偏离鞅性质这种情形

是罕见的，我们所面临的是在风险厌恶下，无法找到鞅性质的严格的理论证明。”在评论 LeRoy

的文章时，Ohlson(1977)指出当投资者具有相对固定的风险厌恶以及红利的百分比变化平稳

时，鞅性质成立。 

例（2）：作为鞅的期货定价应用可按照 Samuelson（1965）的方法进行推广。令

1)1( −+= rα ，其中 r 为放弃安全利率的度量，并假定以 

]|[),( tTt
T FXEtTY += α  （6.14） 

来代替（6.10），即我们允许从现在起T 期后价格的条件期望作适当的折现。这样序列

),...,(),...,,( ntnTYtTY +− 满足当前（6.14）的折现公理，为关于 −σ 域 ,...,..., ntt FF + 的下

鞅。这里我们假定 −σ 域至少包含弱信息。 

为了证明此序列为下鞅，我们只需验证下鞅性质。类似于前述应用，条件（1）、（2）和

（3）很容易证明。注意，在经济与金融文献中很少有仔细验证条件（1）、（2）和（3）的，

但是读者可以用前面的例子分析作为一个模型来验证单调、可测和可积条件。 

下鞅条件可以利用定理 5.5 和方程（6.14）得出如下： 
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在此例中，折现的期货价格每期均以一个等于 r 的百分比增加。Samuelson（1965）用这

个例子给出了现货溢价的合理解释，概要是：期货定价的鞅性质说明，试图利用过去已知价

格的信息来构造超常收益模型的所有方法注定是要失败的。 

例（3）：在本例中，我们按 Samuelson（1973）的思路，给出在一定条件下，经过折现

后的股票价格满足鞅性质。尽管我们的目的是证明鞅性质，但在这之前还是先给出大家所熟

悉的资本贴现法则。 

令 Ttt xx +,..., 为给定的股票在 Ttt +,..., 时刻所支付的红利序列，并将其在 Ttt +,..., 时刻

再投资。假设折现率 r 保持恒定。允许 r 随每单位时间而变化并不增加分析的难度，只是记

号复杂而已。开始我们先假定 Ttt xx +,..., 是非随机的，并写出熟知的方程： 

∑
∞

=

+

+
=

1 )1(T
T

Tt
t r

x
V  （6.15） 

这里 tV 是由资本贴现法则所确定的 t 时刻的股票价值。利用（6.15）我们可得出下期股票价

值 1+tV ，如下： 

∑∑
∞

=
−

+
∞

=

++
+ +

=
+

=
2

1
1

1
1 )1()1( T

T
Tt

T
T

Tt
t r

x
r

x
V  （6.16） 

利用（6.15）和（6.16）可得： 

r
x

r
V

V tt
t +

=
+

− ++

11
11  

也可表示为： 

11 )1( ++ −+= ttt xVrV  （6.17） 

方程（6.17）的作用在于它将股票下期价值表示为本期价值 tV 、折现率 r 和下期末股票红利

1+tx 的函数。作为特例，若 1+= tt xrV ，则 tt VV =+1 ，这意味着如果折现率等于收益率
t

t

V
x 1+ ，
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则股票价格将保持不变。 

利用上述讨论，我们将方程（6.15）和（6.17）推广到随机情形。令（ PF ,,Ω ）为一

概率空间， )(),...,( ωω Ttt xx + 为一股票红利的随机变量序列，以下我们将省略掉ω以简化记

号。对于每一个随机变量 ,...2,1, =+ Tx Tt ，我们假定其分布和条件期望存在，F 中的 −σ 域

序列记为 TtF + ，它至少含有弱信息集，即 TtTtt Fxx ++ ⊂),...,(σ 。这表示投资者至少知道此

股票的历史红利。 

至此，我们马上可以将（6.15）推广如下： 

])|
)1(

[(]|
)1(

[]|[
11

t
T

T
Tt

t
T

T
Tt

ttt F
r

x
EF

r
x

EFVEv ∑∑
∞

=

+
∞

=

+

+
=

+
==  （6.18） 

（6.17）的随机化推广也非常容易。首先，利用（6.16）和（6.17）计算 1+tv ： 
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=
−

+
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T

T
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ttt F
r

x
EFVEv  （6.19） 

其次，注意到由（6.18）、（6.19）和定理 5.5 我们可得： 
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 （6.20） 

最后，在（6.20）的第二项中乘以
r+1

1
，并利用（6.18）中 tv 的定义，我们得到： 

]|[)1(

]|[]|
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FxEvr
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−+=
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 （6.21） 

方程（6.21）是（6.17）随机化的推广。它可以用来帮助我们确定什么条件下序列 Ttt vv +,...,

为鞅。换句话说我们可以提问：什么条件下 ttt vFvE =+ ]|[ 1 ？答案是当 ]|[ 1 ttt FxErv += 时。

这表示当折现率等于股票的条件预期收益率时，鞅条件成立。 

因此我们得出结论：倘若 

TtTtTt vFxEr ++++= /]|[ 1  （6.22） 

则股票的折现期望值序列 ,...2,1,, =+ Tvv Ttt 为鞅。 
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将最后这个方程中的“=”换作“≥”，我们立即可得 KL ,2,1,,, =+ Tvv Ttt 为下鞅。这

是由于（6.22）的“=”改为“≥”，并由（6.21）可得： 

TtTt
Tt

TtTt
TtTtTt vv

v
FxE

rvFvE ++
+

+++
++++ ≥−+= )

|[
(]|[ 1

1  

下鞅性质表明下期股票的条件期望值大于或等于它的现值，之所以如此是由于条件预期收益

率小于或等于折现率。 

我们将给出一个重要的注释以结束本例的讨论。回忆一下，在本例中，我们假定了序列

Ttt xx +,..., 的条件期望是存在的，但我们当时没有解释投资者个人作出他自己预期的方式。

更完整的分析要求投资者个人将其主观预期 Ttt yy +,..., 作为一列随机变量，其中

,...2,1, =+ Ty Tt 表示从 t 时刻起，T 期后的预期收益率。作此要求后，还需要建立 Tty + 与 Ttx +

的关系。在这一点上，Samuelson（1965）的预期构成公理或 Muth（1961）的理性预期假设

可以用来作为一种假设： 

]|[ tTtTt FxEy ++ =  （6.23） 

方程（6.23）将投资者的主观预期与市场的客观条件预期联系在一起。这样，我们就可以从

投资者的自身主观预期 Tty + 出发，利用（6.23）将其转为客观预期，再利用 Ttx + 进行如前讨

论。 

例（4）：本例中，我们将按 Hall（1978）的思路来研究一种简单的瞬态随机优化模型，

从而得到消费边际效用的鞅性质。 

考虑具有单期严格凹效用函数 )(⋅u 的一个人，其基于不确定性的生命周期消费问题由下

式给出： 

]|
)1(

)([max
0

t

N

T
T FTtuE ∑

= +
+
δ

 （6.24） 

约束条件为： 

t

N

T
T

TtTt A
r
wc

=
+
−∑

=

++

0 )1(
 （6.25） 

（6.24）和（6.25）式中的记号分别为： NTc Tt ,...,1,0, =+ 为消费，δ 为主观时间偏好利率，

r 为实际利率， Ttw + 为收入， tA 为 t 时刻时资产的价值。该人在时刻 t 考虑消费问题，其经

济生命的长度就是 Nt + 期。 −σ 域 Nttt FFF ++ ,...,, 1 至少相应地包含关于 Ntt +,..., 各期的消

费序列和这种消费的边际效用序列的信息。 
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Hall（1978）给出了这一最大化问题解的必要条件： 

)(
1
1]|)([ 1 ttt cu

r
FcuE ′

+
+

=′ +
δ

 （6.26） 

其中 )(⋅′u 为边际效用。假设 r=δ ，则（6.26）式表明边际效用序列满足鞅性质。若我们假

设 δ<r ，则（6.26）式即说明边际效用序列为下鞅。 

Hall（1978）还证明了若一期到下期边际效用随机变动很小，则消费为下鞅，可表示为： 

ttttt ccFcE ≥=+ λ]|[ 1  （6.27） 

其中 tλ 由下式给出： 

)(/)(

1
1 ttt cuccu

t r

′′′

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+
+

=
δλ  （6.28） 

由（6.28）式，因为 0<′′u 及假定 δ>r ，所以可得 1≥tλ 。 

在结束本例之前，我们还要提一下，Foldes（1978）为随机最优储蓄的动态离散时间模

型建立了鞅条件。 

6.4 鞅的基本定理 

我们将以定理的形式叙述一些有用的结论，从而结束本节关于鞅的讨论。这些鞅定理尚

未广泛应用于经济与金融文献中，它们的提出主要是来自概率论方面。在一些非常优秀的文

献中可以找到这些结论以及另外一些鞅论的结果，例如 Ash（1972），Billingsley（1979），

Doob（1953），Meyer（1966），Neveu（1975）和 Tucker（1967）。这里我们用的是 Ash（1972）

和 Billingsley（1979）的成果。 

定理 6.1  

（1） 设 ,..., 21 XX 为 ),,( PFΩ 上关于 ,..., 21 FF 的鞅。若φ为一凸函数且 )( nXφ 可积，

则 ),...(),( 21 XX φφ 为关于 ,..., 21 FF 的下鞅。 

（2） 设 ,..., 21 XX 为 ),,( PFΩ 上关于 ,..., 21 FF 的下鞅。若 φ 为一非减凸函数且

)( nXφ 可积，则 ),...(),( 21 XX φφ 为关于 ,..., 21 FF 的下鞅。 

证明：要证明（1）我们只需证明 )(]|)([ 1 nnn XFXE φφ ≥+ 。因为 nX 为鞅，所以

nnn XFXE =+ ]|[ 1 。于是 { } )(]|[ 1 nnn XFXE φφ =+ 。而φ为凸函数，且 nX 和 )( nXφ 可积， 

由定理 5.6 所述的条件期望 Jensen 不等式得： 

{ } )(]|[]|)([ 11 nnnnn XFXEFXE φφφ =≥ ++ 。 
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要 证 明 （ 2 ） 我 们 只 需 证 明 )(]|)([ 1 nnn XFXE φφ ≥+ 。 由 nX 为 下 鞅 得 知 ，

nnn XFXE ≥+ ]|[ 1 。由假设φ为非递减，则 { } )(]|[ 1 nnn XFXE φφ ≥+ 。再次利用 Jensen 不

等式得： 

{ } )(]|[]|)([ 11 nnnnn XFXEFXE φφφ ≥≥ ++ 。 

定理 6.2 （Kolmogorov 不等式）设 nXXX ,...,, 21 为 ),,( PFΩ 上的下鞅，且 0>λ 。则： 

][1]max[ nini
XEXP

λ
λ ≤≥

≤
。 

证明：给定 0>λ ，定义 AAA n ,,...,1 如下： 

])(max:[

)]()(max:[

])(:[

1

1

λωω

ωλωω

λωω

≥=∪=

≤<=

≥=

≤=

<

ikik

n

k

kikik

i

XAA

XXA

XA
M

 

注意，上述定义的 kA 是互不相交的，且由于 nXXX ,...,, 21 为下鞅，则由归纳法可得

nnn XFXE ≥+ ]|[ 1 ，对任意的 1≥k 都成立。于是： 

)()(

]|[

11

11

APAPdPX

dPFXEdPXdPX

n

k
k

n

k A
k

n

k A
kn

n

k A
n

A
n

k

kk

λλ =≥≥

==

∑∑ ∫

∑ ∫∑ ∫∫

==

==
 

其中 ),...,( 1 kkk XXFA σ=∈ 。因此： 

)(

])(max:[)(

nn
A

n

ini

XEdPXdPX

XPAP

≤≤≤

≥=

∫∫
Ω

+

≤
λωωλλ

 

定理得证。 

下面我们给出上穿的概念，这一概念是上穿理论的基础。上穿理论被概率论学者用来证

明鞅收敛定理这一重要结果。我们在此给出上穿的概念是由于它可能对金融和经济领域中的

研究者有用。 

令 ],[ βα 为一区间，其中 βα < ，且 nXXX ,...,, 21 为随机变量。 nXXX ,...,, 21 在 ],[ βα  

上的上穿数表示序列从低于α开始向上穿过α 和 β 的次数（见图 6.1）。 
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kY  0   0   0   1    1   1    0   0    0    0    1   1    1   1    0    0 

 

 

 

 

 

 

图 6-1 

上图中，有两次上穿，其中 16=n 。这对应于变量Y 的图形上方相继为 1 的字符串，这

里Y 的定义如下：  

12,01 +≤≤= nkY  

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

≤=

<=

>=

≥=

=

−−

−−

−−

−−

。，且如果，

，，且如果，

，，且如果，

，，且如果，

α
β
α
β

11

11

11

11

01
11
00
10

Kk

Kk

Kk

Kk

k

XY
XY
XY
XY

Y  

按以上定义，上穿对 nYYY ,...,, 32 而言对应于一串不间断的 1，且其两侧都是 0。现在定义 

⎩
⎨
⎧ ==

= +

其他0
)0,1(1 1kk

k

YY
Z  

则上穿次数为： ∑
=

=
n

k
kZU

2
。 

令 { } ),...,(,,0 10 kk XXFF σ=Ω= 。则 kY 关于 1−kF 可测，其中 1,...,2,1 += nk ，且U 也

可测。 

定理 6.3 （鞅上穿）令 nXXX ,...,, 21 为 ),,( PFΩ 上的下鞅。则 [ ]βα , 上的上穿次数U 满

足
αβ

α
−

+
≤

)(
][ nXE

UE 。 

证明参见 Billingsley（1979，p.415）或 Ash（1972，p.291）。 

最后给出鞅收敛定理。 

定理 6.4 （鞅收敛）设 ,..., 21 XX 为 ),,( PFΩ 上的下鞅， ∞<= )(sup n
n

XEK 。则

1..pwXX n → ，其中 X 是随机变量且满足 KXE ≤)( 。 

证明参见 Billingsley（1979，p.416）。 

α  

β
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7. 随机过程 

随机过程是定义在同一概率空间 ),,( PFΩ 上的随机变量 { }TtX t ∈, 的集合。注意

),()( ωω tXX t ≡ 以乘积空间 Ω×T 作为其定义域，其值域为 R 或
kR 。其下标或参数集T 可

以认为表示时间。若T 是可数的，特别是 { } NT ≡= ,...3,2,1,0 ，即非负整数集，则过程称为

离散参数过程。若 RT = 或 [ ]baT ,= ，这里 a 和b 为实数，或 [ )∞= ,0T ，即T 为不可数的，

则我们称其为连续参数过程。尽管下标集T 可以是任意的，但在本节及本书其余部分，最常

用的指标集合为 [ )∞= ,0T 。Ω表示样本或随机空间。对给定 Ω∈ω ， ),()( ωω ⋅= XX t ，

Tt ∈ 称作相应于ω的样本路径或样本函数。各种书中所用来描述ω固定时 )(ωtX 的其他术

语有过程的实现或轨道。对固定的 Ω∈ω ，过程通常的记号为 tX 。然而本书与其他文献一

样，有时也用 )(tX 来表示。显然，对固定的 Tt ∈ ， ),()( ⋅= tXX t ω 为随机变量， tX 的所

有可能值所在的空间称为状态空间。通常状态空间为实直线 R ，此时称 tX 为实值随机过程

或简称随机过程。状态空间也可以是
kR ，此时称 tX 为 k 维随机过程。前节中所讨论的各种

鞅即为随机过程很好的例子。本节中将讨论另外一些例子。尤其地我们将主要讨论 Brownian

运动（或 Wiener 过程），Markov 过程和 Poisson 过程。在此之前，我们先以定义或定理的形

式来介绍随机过程的一些基本概念。 

7.1 基本概念 

随机过程{ }TtX t ∈, 的一个重要特征为过程中的随机变量，如
ntt XX ,...,

1
， Ttt n ∈,...1 之

间的关系。这种关系可以用这些变量的联合分布函数来确定： 

]))(),...,((:[)(
11 ,..., HXXPHP

nntt ttXX ∈= ωωω  （7.1） 

其中
nRH ∈ 。首先我们必须指出的是对任意的指标集T ，形如（7.1）的有限维分布族并不

能完全确定过程的特征。然而，在随机过程的一般理论中，第一步就是对于给定的有限维分

布族来构造随机过程。 

假设给定一个有限维分布族如（7.1）的随机过程。注意（7.1）必需满足两个相容性性

质。第一条性质是对称条件。令 p 为 ),...,2,1( n 的一个排列，且定义
nn

p RRf →: 如下： 

),...,(),...,( 11 npnpp xxxxf =  （7.2） 
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由（7.3）和（7.1）的左端可知，随机向量 

),...,(),...,(
11 pnpn ttptt xxfxx =  （7.3） 

一定具有分布
ntt XXP ,...,1
，而由（7.3）的右端可得

1
,...,1

−
pXX fP

pntpt
。于是导出了对称性条件如

下： 

1
,...,,..., 11

−= pXXXX fPP
pntptntt

 （7.4） 

第二个相容性为一致性条件，记为： 

)()( 1
,,...,,..., 111

RHPHP
ntnttntt XXXXX ×=
+

 （7.5） 

对
nRH ∈ 成立。 

上面分析得出的结论是：给定一个随机过程{ }TtX t ∈, ，则它的有限维分布满足性质

（7.4）和（7.5）。自然，数学问题就出来了：它的逆成立吗？也就是说，给定一个具有（7.4）

和（7.5）性质的有限维分布族是否存在一个随机过程以其作为它的有限维分布族？著名的

Kolmogorov 定理对这个问题做出了肯定回答。 

定理 7.1 （kolmogorov）给定一族满足一致性和对称性相容条件的有限维分布族，则存在一

个概率空间 ).,( PFΩ 和一个定义在此空间上的随机过程{ }TtX t ∈, ，使给定的有限维分布族

恰为 tX 的有限维分布族。 

证明参见 Billingsley（1979，36 节）。 

Kolmogorov 存在性定理为随机过程理论奠定了坚实的基础。接下来，继续给出一些有用

的定义。 

考虑两个定义在同一概率空间 ),,( PFΩ 上的随机过程{ }TtX t ∈, 和{ }TtYt ∈, 。这两个

过程称为随机等价的，如果对所有的 Tt ∈ , 0)]()(:[ =≠ ωωω tt YXP 。换句话说，如果对

所有的 Tt ∈ ， )()( ωω tt YX = 以概率 1 成立，则这两个过程等价。若两个过程等价，则称

一个是另一个的表示，且我们可知它们的有限维分布族是相同的。然而等价的过程并不总是

具有相同性质的样本轨道。这可以用一个简单的例子来说明，它也证实前面所提及的有限维

分布族不能完全确定过程的全部性质。此例是考虑两个过程{ }0, ≥tX t 和{ }0, ≥tYt ，它们定

义在同一概率空间 ),,( PFΩ 上。对 0≥t ，首先定义 tX 为： 

Ω∈= ωω 对所有，0)(tX  （7.6） 

再对 0≥t ，定义 tY 为： 
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⎩
⎨
⎧

≠

=
=

tV
tV

Yt )(0
)(1

)(
ω
ω

ω
如果，

如果，
 （7.7） 

其中V 为 ),,( PFΩ 上的正随机变量，且具有连续分布，由 0])(:[ == xVP ωω ， 0>x 给

出。对于如上定义的 tX 和 tY ， 0)]()(:[ =≠ ωωω tt YXP ， 0≥t 。因此它们是随机等价的。

tX 和 tY 也具有相同的有限维分布族，如下给出：对 ntt ,...,1 ， 

⎩
⎨
⎧

==
其他，，

的原点，包含如果，

0
1

)()( ,...,,..., 11

n

YYXX
RH

HPHP
nttntt

 

其中
nH ℜ∈ 。然而，两个过程的等价并不能足以保证 tX 和 tY 有相同的样本轨道。对 Ω∈ω ，

由（7.6）式我们得知 0)( =ωtX ，而由（7.7）式我们提知 0)( =ωtY ， )(ωtY 在 )(ωVt = 处

不连续，其值为 1。这样，两个过程的样本轨道是不同的。为修正这种形式的不规则性，概

率论专家引进了可分过程的概念。 

考虑定义在完备概率空间 ),,( PFΩ 上的过程{ }),0[, ∞∈tX t 。如果存在 ),0[ ∞=T 的一

个可数稠密子集，记做 { },..., 21 ttS = ，使得对每一个区间 ),0[),( ∞⊂ba 和每一个闭集

RA ⊂ ，有： 

)],(,)(:[
]),(,)(:[

batAXP
SbatAXP

t

t

∈∈=

∩∈∈

对所有

对所有

ωω
ωω

 （7.8） 

则称过程{ })0[ ∞∈ ，，tX t 是可分的。 

注意这个定义要求集合 ]),(,[ SbatAX t ∩∈∀∈ 与集合 )],(,[ batAX t ∈∀∈ 不同的概

率为零。此定义的动机是利用可数个时间点集来刻划过程的样本轨道。重要的问题是：对一

个给定的具有相容性的有限维分布族的随机过程，是否存在具有相同分布族的该过程的可分

表示？幸运的是回答是肯定的。我们从此就可以考虑给定过程的可分表示。关于这一存在性

定理的详细表述和证明，可参见 Billingsley（1979，38 节）和 Tucker(1967，8.2 节)。 

下面我们来介绍三个重要过程的几个简单结论。 

7.2 维纳过程或布朗运动 

维纳过程或布朗运动{ }),0[, ∞∈tzt 是定义在概率空间 ),,( PFΩ 上的一个随机过程，它

满足以下性质： 

（1） 1..0)(0 pwz =ω ，即通常我们假定过程从 0 开始。 



《经济学和金融中的随机方法》                                                             第一章 

 30 

（2）若 nttt ≤≤≤≤ ...0 10 是时间点，则对
1ℜ∈H ，有： 

][],[
11 ittniitt HzzPniHzzP

iiii
∈−Π=≤∈−

−− ≤
 

这表示增量过程 kizz
ii tt ≤−
−

,
1

为独立随机变量。 

（3）对 ts <≤0 ，增量 st zz −
具有分布： 

∫ −
−

−
=∈−

H
st dx

st
x

st
HzzP

)(2
exp[

)(2
1][

2

π
 

这表明每一个增量 st zz − 都服从期望为 0，方差为 )(2 st −σ 的正态分布。这里假定 1=σ ，

即我们将其标准化。 

（4）对每一个
)(, ωω tzΩ∈
在 0≥t 时关于 t 连续。 

注意，条件（2）反应的是无记忆性。它表示过程在区间 ],[],...,,[ 1210 −− nn tttt 上的变化

2101
,...,

−−
−−

nn tttt zzzz 不影响过程在 ],[ 1 nn tt − 上的变化。过程的历史不影响其未来的位置。

过程未来的行为仅依赖于其现在的位置，而与其如何到达是无关的。确切地说，如果

tttt n <<<<≤ ...0 10 ，则对于实数 nxxx ,...,, 0 ，有： 

]|[],...,|[ 00 nttnttt xzxzPxzxzxzP
nn
=≤===≤  （7.9） 

等式（7.9）称为马尔可夫性，它将在定义 Markov 过程中起重要作用。这里我们需要强调一

点，维纳过程的条件（2）要求独立增量，这实际上比马尔可夫性更强。 

为了理解条件（3），我们假定 tz 表示一粒子在时刻 t 位于一固定水平面上的高度。假定

st zz − 期望为 0 这一事实表明粒子向上和向下运动的倾向是一样的，即没有漂移，方差随区

间 ],[ ts 的长度而增加这一假定则表明粒子有离开它在时刻 s 所处位置的趋势，而且一旦离

开，不存在任何力可以使其恢复到原来的位置。 

维纳过程的增量在 st zz − 的分布只依赖于差 st − 的意义下是平稳的。由性质（1）可知，

00 =z ，从而我们可以这样描述增量的行为： tz 服从正态分布，其均值 0)( =tzE ，方差

tzE t =)( 2
。为计算方差，注意对于 ts <≤0 ，有： 
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{ }st
szEzEzzEEz

EzzzzE

zzzzE

zzzzzzEzzEzzCov

sssts

ssts

ssts

sssstststs

,min
)()()(

])[(

])([

)()(),(

22

2

2

=
==+−=

+−=

+−=

+−==

 

最后，加上条件（4）是因为在许多应用中，连续性是必要的。不过我们马上会给出关

于维纳样本轨道微分性质的重要定理。 

定理 7.2 （维纳过程的不可微性）设{ }0, ≥tzt 为 ),,( PFΩ 上的维纳过程，则对于某个零概

率集以外的所有ω，样本轨道 0),( ≥tzt ω 处处不可微。 

证明参见 Billingsley（1979，第 37 节）。 

直观上讲，处处不可微的样本轨道表示一个粒子的运动在任何时刻都没有速度。因此尽

管样本轨道是连续的，但定理 7.2 表明它们非常奇怪，它们的导数处处不存在。有关布朗运

动样本轨道结构的完整分析可以参见 oIt ˆ 和McKean (1974)。 

直观上，我们可以给出说明维纳过程不可微性的一种简单方法。由性质（3），对于

ts <≤0 ，有： 

ststst
zz

E st

−
=

−
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
− 122 σ

 

这里假定 1=σ ；取极限： 

∞=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→

2

lim
st
zz

E st

st
 （7.10） 

然而如果假定维纳过程是可微的，我们记其导数为 sz′，则： 

0lim
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−

−
−

→ s
st

st
z

st
zz

E  

此方程意味着： 

2
2

)(lim s
st

st
zE

st
zz

E ′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

−
−

→
 （7.11） 

于是（7.11）与（7.10）矛盾。 

在工程文献中，维纳过程的导数称为白噪声。下一章我们将作进一步讨论。 

设{ }0, ≥tzt 为一维纳过程。我们用它来构造新的过程{ }0, ≥twt 如下： 

)0( ≥+= ttzw tt μ  （7.12） 
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其中μ 为常数。于是我们称{ }0, ≥twt 为带有漂移的维纳过程或布朗运动，μ 称为漂移参数。

在这种情形下维纳过程定义中唯一修改的地方是性质（3），即改为 st ww − 服从均值为

)( st −μ ，方差为 )(2 st −σ 的正态分布，且可设 1=σ 。 

最后，设 tw 为由（7.12）定义的维纳过程。考虑如下新过程： 

0,)exp( ≥= twy tt  （7.13） 

则{ }0, ≥tyt 称为几何布朗运动或几何维纳过程。 



《经济学和金融中的随机方法》                                                             第一章 

 33

7.3 马尔可夫链和马尔可夫过程 

马尔可夫链是指定义在 ),,( PFΩ 上具有可数状态空间 E 的随机过程{ },...2,1,0, =tX t ，

且满足性质：对任意的 Ej∈ 和 { },...2,1,0≡=∈ NTt ， 

]|[],...,|[ 101 tttt XjXPXXjXP === ++  （7.14） 

方程（7.14）称为马尔可夫性。它表明在给定随机变量 tXX ,...,0 的过去行为的条件下（即

在给定由 tXX ,...,0 生成的 −σ 域 ),(),...,( 0 tnXXX nt ≤≡ σσ 的条件下），随机变量 1+tX 位

于状态 j 的概率等于仅给定由 tX 所提供的目前信息条件下[即在给定由 tX 生成的 −σ 域

)( tXσ ] 1+tX 位于状态 j 的概率。换句话说，马尔可夫性说明当现在已知时，过去和未来是

相互独立的。决定过程的下一状态 1+tX 仅仅是其当前状态 tX ，而与其如何到达 tX 无关。 

在 tX 位于状态 i 的条件下 1+tX 位于状态 j 的概率称为一步转移概率，记为： 

EjiiXjXPP tt
tt

ij ∈==≡ +
+ ，，]|[ 1

1,  （7.15） 

注意到（7.15）表示概率依赖于初始状态、最终状态以及时间。如果一步转移概率与时

间无关，即： 

]|[ 1 iXjXPP ttij === +  （7.16） 

与 Nt ∈ 无关，则我们称马尔可夫链为时齐或称马尔可夫链具有平稳转移概率。这些概率可

用一个矩阵来表示： 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅≡

L

L

232221

131211

PPP
PPP

P  （7.17） 

（7.17）式的矩阵 P 称为马尔可夫链的转移矩阵。首先，（7.7）式的矩阵满足条件 0≥ijP ，

Eji ∈, ；其次，还满足条件 1=∑
∈Ej

ijP ， Ei∈ 成立。 

马尔可夫链从状态 i 经过 s 步转移到状态 j 的概率为 P 的 s 次幂的第 ),( ji 号元素。这可

表示为： 
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s
ijtst PiXjXP ===+ ]|[  （7.18） 

在（7.18）式中，
s

ijP 记为 P 的 s 次幂的第 ),( ji 号元素。用矩阵代数的知识
rsrs PPP =+
，

我们可知对 Eji ∈, ： 

∑
∈

+ =
Ek

r
kj

s
ik

rs
ij PPP  （7.19） 

这称为 Chapman-Kolmogorov 方程。方程（7.19）表示如果马尔可夫链从状态 i 开始，为使其

在 rs + 步后到达状态 j ，则它一定在 s 步后经过中间状态 k ，然后在剩余的 r 步内从 k 到达

状态 j 。 

对于 Ei∈ ，定义函数 )(0 iπ 为： 

][)( 00 iXPi ==π  （7.20） 

称其为马尔可夫链的初始分布。首先，它满足： 0)(0 ≥iπ ， Ei∈ ；其次， 1)(0 =∑
∈Ei

iπ ；

最后，对于具有转移概率 ijP 的马尔可夫链 tX ， Nt ∈ ，如果 Ei∈ ， 0)( ≥iπ ， 1)( =∑
∈Ei

iπ ，

且： 

EjjPi
Ei

ij ∈=∑
∈

,)()( ππ  （7.21） 

则我们称 )(iπ 为平稳分布。假定平稳分布π 存在，且： 

EjjjiPt ∈→ ,)(),(lim π  （7.22） 

当 ∞→t 时成立。对任意的初始分布 0π ，可以证明， tX 的分布当 ∞→t 时都趋向于π 。这

时我们称π 是一不变状态分布。详细讨论可见 Hoel，Port 和 Stone（1972,第 2 章）。 

在简单讨论了马尔可夫链的一些概念后，我们现在给出关于马尔可夫过程的各种定义。 

一个定义在概率空间 ),,( PFΩ 上，状态空间为实直线 R 的随机过程称为马尔可夫过程，

如果它对于 ∞<≤≤ ts0 和
1ℜ∈A ，有： 

)](|[)],(|[ stut XAXPsuXAXP σσ ∈=≤∈  （7.23） 

1..pw 成立。 

方程（7.23）是方程（7.14）的推广，也称为马尔可夫性。在（7.23）式中左端表示以所

有随机变量 ],0[, suX u ∈ 生成的 −σ 域为条件的条件概率，而右端表示仅以随机变量 sX 生

成的 −σ 域为条件的条件概率。类似于前面，确定马尔可夫过程的未来行为的不是它的过去
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而 是 它 现 在 的 状 态 。 等 价 于 （ 7.23 ） 的 一 个 条 件 是 ： 对 于
1,1 ℜ∈≥ An 和

∞<<<<<≤ tttt n...0 10 ， 

]|[],...,|[
0 nn ttttt XAXPXXAXP ∈=∈  （7.24） 

1..pw 成立。 

对于马尔可夫过程 0, ≥tX t ，我们定义转移概率，记为 ),,,( AtxsP 如下：对于 ts <≤0 ，

1ℜ∈A 和 Rx∈ ， 

1..]|[),,,( pwxXAXPAtxsP st ，=∈=  （7.25） 

转移概率的存在性可由本章第 5 节的事实 1 得出。它具有两条性质。首先，对于 ts <≤0 ，

1ℜ∈A ， ),,,( AtsP ⋅ 为
1ℜ 可测的函数，这里 ts, 和 A 是固定的；其次，对于固定的 ts, 和

1ℜ∈x ， ),,,( ⋅txsP 为
1ℜ 上的概率测度。类似于（7.19）的 Chapman-Kolmogorov 方程，对

于一个马尔可夫过程，当 ∞<≤≤≤ tus0 ，
1ℜ∈A 时，对于所有的

1Rx∈ （ Nx∈ 的一

个满足 0])(:[ =∈= NxXP s ωω 的零概率集可除外），我们有： 

∫=
R

dyuxsPAtyuPAtxsP ),,,(),,,(),,,(  （7.26） 

马尔可夫过程称为时齐的，如果其转移概率 ),,,( AtxsP 是时间无关或平稳的，即对任意

0>u ， 

),,,(),,,( AtxsPAutxusP =++  （7.27） 

这意味着转移概率为一个仅依赖三个变量 stx −, 和 A的函数。这样，Chapman-Kolmogorov

方程可表示为： 

∫=+
R

dyxtPAysPAxtsP ),,(),,(),,(  （7.28） 

齐次马尔可夫过程的标准例子是维纳过程 0, ≥tzt ，其平稳转移概率为： 

。，，其中 1
2

0
2

)(exp
2
1

]|[),,(

ℜ∈≥⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−=

=∈=

∫

+

Atdy
t
xy

t

xzAzPAxtP

A

sts

π

 

本节最后我们讨论泊松过程。 
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7.4 泊松过程 

具有参数λ的泊松过程是一族定义在 ),,( PFΩ 上，状态空间为 { },...2,1,0=N 的随机

变量{ }),0[, ∞∈tX t ，且满足下列三条性质： 

（1） 1..00 pwX = 。 

（2）对于任意的 nttt ...0 21 <<< ，增量
1231

,...,,
−

−−
nn ttttt XXXXX 相互独立。 

（3）对于 ∞<<≤ ts0 ，增量 st XX − 服从参数为 )( st −λ 的泊松分布，即增量分布如

下： 

。， Nkst
k

stkXXP
k

st ∈−−
−

==− )](exp[
!

)]([][ λλ
 

注意性质（1）只是为方便起见，而性质（2）则可简述为在不同的时间区间内事件个数

是独立的。性质（3）可由 Karlin 和 Taylor（1975,p23-26）的两条假设推出。这两条假设如下： 

首先，在 tΔ 时间段内至少有一个事件发生的概率为： 

)()( tottP Δ+Δ=Δ λ  （7.29） 

其中 0,0 →Δ> tλ 。记号 )( to Δ 表示当 tΔ 趋于零时， )( to Δ 也趋于 0，但比 tΔ 趋于 0 的速

度更快。 

其次，在 tΔ 时间区间内，有两个或两个以上的事件发生的概率为 )( to Δ 。这一概率非常

小，它实质上说明在 tΔ 时间区间内，多于一个事件同时发生的概率为 0。 

在第二章的第 12 节，我们将利用（7.29）式。 

8. 最优停时 

   假定连续抛一枚均匀的硬币。在每次抛完后，我们都必须决定是停止还是继续抛下去。令

,..., 21 YY 为 表 示 连 续 抛 投 结 果 的 独 立 随 机 变 量 ， 它 们 具 有 相 同 的 概 率 分 布

2
1)1()1( =−=== ii YPYP ，其中 1=iY 表示第 i 次为正面， 1−=iY 表示第 i 次为反面。如

果在第 n 次抛币后停止，那么我们将得到一种收益，记其为 nX 。 nX 是最初 n 次抛投结果的

函数，即 ),...,,( 21 nnn YYYfX = 。数学问题是为了使平均收益最大化，我们什么时候应该停

止。停时（也称作停止规则或停止变量）是一个在{ },...3,2,1 上取值的随机变量τ ，且事件
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{ }n=τ 仅依赖于过去值 nYY ,...,1 而与未来值 ,..., 21 ++ nn YY 无关。若τ 为一个停时，那么 )( τXE

就可以度量相对于停时τ 的平均报酬。记C 为使 ∞<)( τXE 的所有停时的集合，且： 

{ })(sup τ
τ

XEV
C∈

=  （8.1） 

则称V 为序列{ }nX 的值。如果存在停止规则τ 满足： 

VXE =)( τ  （8.2） 

则称τ 为最优停时。 

为说明最优停时的概念，我们来讨论 Robbins（1970， pp.334-336）的两个例子。在第

一个例子中，我们将考虑如下收益函数： 

{ }
1

,1min 1 +
−++=

n
nYYX nn L  （8.3） 

1≥n ，这里min 表示 1 与 nYY ++L1 的最小值。作为一个停时，可考虑： 

111 ≥=++= nnYY n ，的整数使第一个 Lτ  （8.4） 

对于如（8.4）的停时，精确计算 )( τXE 是很困难的。但我们知道 0)( >τXE ，因为： 

{ } 0)
1

(1)
1

(),...,,1(min)( 1 >
+

−=
+

−=
τ
τ

τ
τ

ττ EEYYEXE  （8.5） 

为证明由（8.4）给出的停时是最优的，我们下面证明异于（8.4）的任一停时，其相应的 )( τXE

均为负。为此，我们需要一个著名的结果。 

引理 8.1（Wald）设 ,..., 21 YY 为独立同分布随机变量，且 ∞<≡ μ)( iYE 。又设τ 为序列 ,..., 21 YY

的任一停时，且 ∞<)(τE 。则 )(
1
∑
=

τ

i
iYE 总存在，且有： 

)()(
1

τμ
τ

EYE
i

i ⋅=∑
=

 （8.6） 

证明参见 Wald（1944）或 Shiryayev（1978, p.175）。 

为了在我们的例子中应用 Wald 引理，注意 ,..., 21 YY 表示一枚均匀硬币的连续抛投结果，

是独立同分布的随机变量，其期望为： 

0
2
1)1(

2
11][ =⋅−+⋅== iYEμ  

此外，设τ 为满足 ∞<)( τXE 的任一停时，特别地，若 C∈τ ，则 0)( 1 =+ τYYE L 。

这意味着： 
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2
1)

1
()()( 1 −≤

+
−+≤

τ
τ

ττ EYYEXE L  8.7） 

因此，对异于（8.4）的所有停时，方程（8.7）说明 0)( <τXE ，从而对 C∈τ 的所有 )( τXE

的上确界就是（8.5）。对于（8.4）给出的τ ，由（8.1）得： 

0)( >= τXEV  

由此 Robbins（1970，p.335）得出（8.4）为最优停时。 

举第二个例子，假设（8.3）中的收益函数改为： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

Π
+

=
= 2

1
1

2
1

i
n

i

n

n
Y

n
nX  （8.8） 

其中 ,...2,1=n 。注意（8.8）表明如果在抛投 n 次全是正面后停止，则我们的收益为

)1/(2 +nn n
，否则收益为 0。假如我们已进行到第n 次，且全是正面，收益为 )1/(2 +nn n

。

在我们停止前，再多抛一次的条件期望收益会是多少呢？答案如下： 

n

nn

nn X
n

n
n

n
n
nXXE

n

>
+
+

=
+

+
=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

+
=

+

+ 2
)1(2

2
2)1(

2
1

1
2

1

1  （8.9） 

方程（8.9）告诉我们不应该停止，因为在 nX 给定条件下，多抛一次后的期望收益 1+nX 比 nX

的收益要大。但是，假设我们采用了聪明的决策，进行了另一次抛投，那么这样进行下去，

反面终究会出现，这时我们的最终收益将变成 0。因此，每一步聪明的行动并不意味着一个

最佳的长期策略。这表明对于（8.8）给出的收益函数，最优停时不存在。然而，停时确实存

在。例如，考虑这样一类停时{ } ,...2,1, =kkτ ，其中{ }kτ 表示无论反正面序列如何出现，都

将在 k 次抛投后停止。对于这样的停止规则，我们有： 

1
0)

2
11(

1
2

2
1)(

+
=⋅−+

+
=

k
k

k
kXE k

k

kkτ
 （8.10） 

由（8.10）式知当 ∞→k 时，利用（8.1）我们可得 1=V 。这样，停时存在，但最优停时不

存在。 

8.1 数学结论 

通过启发给出最优停时的概念后，我们来建立一些基本的数学结果，然后给出源于求职

理论和随机资本理论的一些示例。我们的分析主要参照 Chow，Robbins 和 Siegmund（1971）

以及 DeGroot（1970）这两本经典著作。 

设 ),,( PFΩ 为一概率空间，且 { },...2,1, =nFn 为一属于 F 的递增 −σ 域序列。令
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,..., 21 YY 为具有已知联合概率分布函数 F 并定义在 ),,( PFΩ 上的随机变量。假定我们可以

依 次 观 测 ,..., 21 YY ， 并 记 ,..., 21 XX 为 收 益 序 列 。 如 果 我 们 在 第 n 步 停 止 ，

),...,,( 21 nnn YYYfX = 。假设 ,..., 21 XX 关于 ,..., 21 FF 可测，即 nX 关于 nF 可测， ,...2,1=n 。

停时（也可称为停止规则或停时变量）是一个随机变量 )(ωττ = ，它定义在 ),,( PFΩ ，目

标空间为正整数 ,...2,1 ，且满足两个条件。首先： 

1])(:[ =∞<ωτωP  （8.11） 

其次： 

{ } L,2,1)(: =∈= nFn n ，ωτω  （8.12） 

等式（8.11）说明停时以概率 1 取有限值，而（8.12）则表示在时刻n 停时决策仅依赖于包含

在 −σ 域 nF 中的过去信息。换句话说，（8.12）表明任何未来信息都不会影响在时刻 n 停时

的决策。 

尽管在一些应用中，我们可将 nF 取为 ),...,,( 21 nnn YYYF σ= ，但一般情况下， nF 具有

相当的任意性。对任意整数 n 满足 { } nFnA ∈=∩ τ 的所有集合 FA∈ 的集合构成 F 中的

−σ 域，记作 τF 。注意τ 和 τX 都是 τF 可测的。 

对任意的停时τ ，τ 时刻的收益记为 τX ，它是如下形式的随机变量： 

{ }
{ }

⎩
⎨
⎧ =

== ∑
∞

=
=

其他，

上在，

01

nX
IXX n

n
nn

τ
ττ  （8.13） 

其中 ,...2,1=n 。正如（8.1）式所定义，收益序列的值V 为 C∈τ 时， )( τXE 的上确界。注

意， { }nI =τ 为指标函数，它在集合{ }n=)(: ωτω 上取值为 1，其他为 0。 

对一个给定的停时τ ，收益 τX 的期望存在，即 ∞<)( τXE ，当且仅当 

{ } ∞<=== ∑
∞

=1

][]|[)(
n

n nPnXEXE τττ  (8.14) 

利用以上概念，我们现在可以问这样一个问题：在什么条件下最优停时存在？答案由下

述定理给出。 

定理 8.1 [最优停时的存在性]假设 ,..., 21 XX 为如上描述的定义在 ),,( PFΩ 上的收益序列，
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且满足： 

1..)sup( pwXE n
n

，∞<  （8.15） 

且当 ∞→n 时， 

1..lim pwX n ，−∞→  （8.16） 

则最优停时存在。 

证明参见 DeGroot（1970, pp.347-348）。 

定理 8.1 的两个充分条件有直观的解释。条件（8.15）说明即使我们能观测到完整的随

机变量序列 ,..., 21 YY ，然后以最大化收益的原则来选择停时，平均收益仍会是有限的。换句

话说，即使能够完全预测，收益也是有限的。但即使有如（8.15）那样的有限平均收益，不

停止或许是有利的。条件（8.16）保证我们以概率 1 在某个有限时刻停止。 

定理 8.1 十分有用，因为它给出了最优停时存在性的充分条件。尽管如此它并没有告诉

我们最优停时的性质。数学上的研究已经获得了在某些特定条件下关于最优停时性质的一些

结果。我们依照 DeGroot（1970）来讨论一种重要情形。考虑一个具有如下形式的收益函数： 

{ } ncYYYX nn −= ,...,,max 21  （8.17） 

其中 ,...2,1=n ， 0>c 表示每次观测的固定成本。等式（8.17）说明我们在 n 期的收益为随

机变量 nYYY ,..., 21 中所观测到的最大值与进行这些观测或抽样所需成本的差，于是我们有下

面的定理。 

定理 8.2 假设 ,..., 21 YY 为 ),,( PFΩ 上独立同分布且分布函数为 F 的随机变量序列。令

,...2,1, =nX n 为由（8.17）给出的收益序列。如果： 

∞<)( 2
nYE  （8.18） 

其中 ,...2,1=n ，则存在一个停时，使得 )( τXE 最大化，其形式为：一旦某观察值 VY ≥ ，

则停止；如果 VY < ，则继续，其中V 为收益序列的值，它是如下方程的唯一解： 

cYdFVY
V

=−∫
∞

)()(  （8.19） 

证明参见 DeGroot（1970, p.352）。 

8.2 求职 

在叙述另外的关于最优停时的定理前，我们先来把到目前为止已经讲过的结果应用于求
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职理论中。在这个应用中，我们遵循 Lippman 和 McCall（1976a）。 

考虑一个正在找工作的人，他每天都在找工作，直到找到一份工作为止。假设在找工作

的过程中，每天恰好有一份工作提供于他。找到每份工作的成本为 0>c 。有两种可能性：

一种为恢复抽样，即找到的所有工作都保留；另一种为不可恢复抽样，即如果不接受，就失

去该个工作机会。记号上，随机变量 nY 为时期 n 的工作薪酬， ,...2,1=n 。我们假定求职者

知道薪水分布函数 F 的参数。求职者的薪酬 nY 就是以该分布函数 F 而随机产生的。为简化

分析，我们假定求职参与者为风险中性的，且试图使其期望净收益最大化。求职者要做的决

策是何时停止求职而接受一份工作。注意他的收益序列具有如下简单形式：在恢复抽样情况

下，如（8.17）所示： 

{ } ncYYX nn −= ,...,max 1  

,...2,1=n ，而在不可恢复样情形下，有 

ncYX nn −=  

最后这个方程仅仅表明在不可恢复抽样情形下，求职者的收益为当前提供的薪水与其求职总

成本之差。下面我们来讨论在 nYY ,...,1 独立同分布条件下，恢复抽样的情形。 

这种求职问题可以利用最优停时来分析。我们继续来讨论最优停时的存在性和性质，以

期从分析中可以得到一些新的视点。 

为了建立求职问题的最优停时的存在性，由定理 8.1 知，我们只需建立（8.15）和（8.16）

这两个条件。这可以由下面的引理完成。在该引理中，不需要 ,..., 21 YY 的独立性。 

引理 8.2  设 ,..., 21 YY 为同分布随机变量序列，分布函数为 F 。又设 0>c 为一个给定的数，

并定义 

n
n

XZ sup=  （8.20） 

这里 nX 由方程（8.17）给出。 

如果 F 的期望存在，则当 ∞→n 时， −∞→nXlim ，以概率 1 成立。  

如果 F 的方差有限，则 ∞<)( ZE 。 

证明参见 DeGroot（1970, pp.350-352）。 

这个引理的作用在于帮助我们建立了求职问题最优停时的存在性。注意此引理是证明充

分条件（8.15）、（8.16）成立的纯数学结果。特别地，若公共分布 F 的期望和方差存在，则

（8.15）和（8.16）成立。因此，假设 ,...2,1,)( 2 =∞< nYE n ，我们可以利用引理 8.2 和定理
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8.1 得出最优停时的存在性。 

求职模型中最优停时的结构可由定理 8.2 来刻划。特别地，对任意薪水Y ，求职者的最

优停止规则的结构或形式为： 

。如果，继续寻找

，如果接受工作

 
;

VY
VY

<

≥
 （8.21） 

在求职文献中，（8.21）中的临界值V 称为预定薪水，形如（8.21）的任一决策称为具有预定

薪水性质的决策。 

考虑独立同分布随机变量 ,..., 21 YY 序列中的第一个观测点 1Y 。由（8.21）表示的最优决

策期望收益为 { } cYVE −),(max 1 。由V 的定义，最优停时中的最优期望收益满足： 

cYVEV −= ),max( 1  （8.22） 

注意到： 

∫

∫∫

∫∫∫∫

∫∫∫

∫∫

∞

∞∞

∞∞∞

∞∞

∞

−+=

−+=

−++=

+±=

+=

V

V

VVV

V
VV

V
V

V

YdFVYV

YdFVYYdFV

YdFVYYdFYdFVYdFV

YYdFYdFVYdFV

YYdFYdFVYVE

)()(

)()()(

)()()()(

)()()(

)()(),max(

0

0

0

0
1

 （8.23） 

将（8.23）的结果代入（8.22），我们得到定理 8.2 中的方程（8.19）。让我们进一步分析刚刚

推导的方程（8.19）。定义： 

∫
∞

−≡
V

YdFVYVH )()()(  

函数 H 为凸、非负、严格递减且满足下列性质： 

；时，当；时，当 )()(lim00)(lim 1YEVHVVHV →→→∞→  

)](1[)( VF
dV

VdH
−−= ， 0)(

2

2

≥
dV

VHd
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用图形表示，我们可以将 H 表示为如图 8.1 

 

 

 

 

 

 

 

由图 8.1 可以看出，求职成本 0>c 越低，则预留薪水V 越高，求职的时间也将越长。

研究（8.19）中的方程 cVH =)( ，我们得到一个简单的经济解释，即选取V 值使得多一次

观测的期望边际收益 )(VH 等于多获得一次工作机会的边际成本 c 。在这一应用中，通过比

较接受一份工作所得到的薪水与恰好再多一个工作机会而得到的期望薪水，求职者表现得缺

乏远见。 

我们最后再谈一点。在时间为无限以及 )(⋅F 已知的情形下，恢复抽样与不可恢复抽样的

分析没有什么差异。对于后一种情况，求职一直继续，直到预定薪水被后面提供的工作薪酬

超过为止。然而需要注意的是，如果时间是有限的或 )(⋅F 未知，则这两种假设将导致不同的

结果，这已由 Lippman 和 McCall（1976a）所证明。 

8.3 另外一些数学结果 

我们通过说明鞅论对最优停时问题的作用来继续时最优停时的分析。 

令 ,..., 21 XX 为 ),,( PFΩ 上的随机变量序列，并代表收益。令 ,..., 21 FF 为 F 中的递增

−σ 域序列。如前假定 nX 为 nF 可测， ,...2,1=n ， ),...,( 1 nnn YYfX = 。二元对

{ },...2,1),,( =nFX nn 叫做随机序列。 

如果我们将一个随机序列解释为鞅，那么自然要问，对于停时 τ 是否有

)()( 1 τXEXE = 。读者回忆一下，鞅性质可以看作代表公平博奕的概念。因此问是否有

)()( 1 τXEXE = 指的是在任意停时τ 下，公平博奕的性质是否保持。下述的结果探讨了这个

问题，它由 Chow,Robbins 和 Siegmund 和 DeGroot（1970）给出。 

定理 8.3 设{ },...2,1),,( =nFX nn 为 ),,( PFΩ 上的下鞅，τ 为停时， n 是一个正整数。 

（ 1 ） 如 果 1][ =≤ nP τ ， 则 τXFXE tn ≥]|[                  

)(⋅Η  

图 8-1 

C 

V
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（8.24） 

（2）如果 1][ =∞<τP ， ∞<][ τXE ，且： 

{ }
0inflim =∫

>

+

n
nn

dPX
τ

 （8.25） 

则对任意的 n ，在{ }n≥τ 上有： 

nn XFXE ≥]|[ τ  （8.26） 

定理证明参见 Chow,Robbins 和 Siegmund（1971, p.21）。 

由方程（8.24）我们可知无条件期望满足关系： 

)()()( 1XEXEXE n ≥≥ τ  （8.27） 

若 1][ =≤ nP τ 。对上鞅形如（8.27）的结论中的不等号要颠倒。对鞅我们将（8.27）的不等

号换为等号即可。 

关于条件（8.25），我们指出对一致可积的随机变量序列 ,..., 21 XX 满足该条件。定义如

下：称 ),,( PFΩ 上的随机变量序列{ },...2,1, =nX n 为一致可积的，若当 ∞→α 时有： 

{ }
0suplim →∫

>αnX
n

n
dPX  （8.28） 

注意（8.28）表明 ∞<)(sup n
n

XE ，特别地我们可以得出 ∞<)( τXE 对停时τ 成立，故（8.26）

成立。 

这一小节的最后一个结果是单调性原理。对一随机序列{ },...2,1),,( =nFX nn ，假设其可

积，令： 

{ }nnnn XFXEA ≤= + ]|[ 1  （8.29） 

其中 ,...2,1=n  

......21 ⊂⊂⊂⊂ nAAA  （8.30） 

且： 

Ω=∪
∞

= nn
A

1
 （8.31） 

均成立。则我们称单调性成立。在此情况下，下述定理讲述了最优停时的性质。 

定理 8.4 （单调性情形）假定{ },...2,1),,( =nFX nn 为满足单调性的随机序列。停止变量 s 如

下定义： 
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]|[1 1 nnn FXEXns +≥≥= 使得第一个 ， 

只要 ∞<− )( sXE 。那么若： 

{ }
0inflim =∫

>

+

ns
nn

X  

成立。则我们可得： 

)()( τXEXE s ≥  

对任给τ 有 ∞<)( τXE 且： 

{ }
0inflim =∫

≥

−

n
nn

X
τ

 

证明参见 Chow,Robbins 和 Siegmund（1971,p.55）。 

8.4 随机资本理论 

我们将遵循 Brock,Rothschild 和 Stiglitz（1979）给出随机资本理论的主要分析，从而结

束本节。 

资本理论的介绍性演讲经常从下述问题的分析开始：你有一棵树，在 t 时刻砍倒它的价

值为 ,...2,1,0),( =ttX ，若折现率为 r ，何时才应该砍树？也就是问这棵的树最大现值是多

少？这一问题的回答是直接的，即我们选择砍期τ 应能最大化 )(ττ Xe r−
。指出在 τ<t 时树

的价值为 )(ττ Xee rrt −
。资本理论的大部分内容都可以构筑在这一简单基础上。我们的目的

是分析当随机生长时停时估值这一简单问题。假定若在 t 时刻砍树，树的价值将是 ),( ωtX ，

这里 ),( ωtX 为一随机过程。何时才应该砍树呢？它的最大现值是多少？我们询问这些问题

是因为可以把这种确定情况的分析方法用到许多其他的停时估值问题上。 

在我们分析何时砍随机增长的树的问题前，我们先确定两个用于树的生长和估值原则的

随机过程。这里我们分析离散时间模型，因为在这种模型中处理某些问题会更容易和更有普

遍性。我们假设树的价值遵循离散时间的实值马尔可夫过程，记为 tXXX ，，， K21 。为完

善问题的描述，我们一定要弄清楚树的拥有者试图最大化的东西。最简单的假设为他想最大

化的是目前的期望折现值。这样，若我们令C 为 tX 的停时集，问题转化为找 C∈τ 以最大

化
ττ reEX −)( 。显然更一般的方法应该包含最大化期望效用， ))]([( ττ reXUE −

。这仅仅是

更一般而已，因为 )(XU 为严格增函数， )),(( ωtXU 为一与 ),( ωtX 本质上有相同属性的马
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尔可夫过程，在最大化 ))(( ττ XeE r−
和最大化 ))]([( ττ reXUE −

没有任何分析上的不同。当

然， )(tX 随机性质的解释依赖于 )(tX 是以美元度量还是以效用单位度量。 

若折现率为： 

r+
=

1
1β  （8.32） 

则我们的问题就是选择停时τ 以最大化 )( τ
τβ XE ，让我们选择一个最简单的过程来确定

tX ，即假设： 

ttt XX ε+=+1  （8.33） 

这里 tε 是期望值为μ 的独立同分布随机变量。显然这种条件下最优法则有特别简单的形式：

挑选一个树的大小 X̂ ，在 XX t
ˆ≥ 的第一个时间就砍倒它。 

若过程 tX 为确定的， μ+=+ tt XX 1 ，那么很容易找到最优砍伐尺寸，我们记其为 X ，

X 一定满足： 

)( μβ += XX  （8.34） 

由于（8.34）的左边为此刻砍伐一棵树的价值，所以右边为下期此树的折现值。若 X 满足

（8.34），则树的拥有者是现在卖掉此树还是继续保有一个时期没有任何差异。而对较小的 ,X

右边的值（保持此树一期）超过左边的值（此刻砍伐的收获）。注意 X 为（8.34）的解，则

rX =−= ββμ /)1(/ 或 rX /μ= ，即增长率等于利率。若树的生长改为不确定的这种分

析会怎样呢？答案依赖于随机过程 tX 是否严格递增。令 X̂ 为最优砍伐尺寸，它是满足（8.33）

的随机序列。那么，若ε 为正，即表示 tX 为递增过程，不确定性不影响砍伐尺寸。 

定理 8.5 若： 

1][ 1 =>+ tt XXP  （8.35） 

则  XX ˆ=  

代替严格性证明我们给出一个启发性的思路。此结果可以由后面更一般的定理 8.7 表示。

令 )(XV 为拥有一棵尺寸为 X 的树的价值，当达到最优尺寸时将会被砍伐。若 X̂ 为砍伐尺

寸则一定有： 
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XXV =)(  对于 XX ˆ≥  （8.36） 

且： 

XXV <)(  对于 XX ˆ<  （8.37） 

也就是说在 X̂ 处，树的主人此刻砍伐与允许其继续生长到下一期没有任何差异。这就是

说， X̂ 一定满足： 

{ }))ˆ(,ˆ(maxˆ εεβ ++= XVXEX  （8.38） 

不过，由于ε 非负， εε +=+ XXV ˆ)ˆ( 则（8.38）式变为： )ˆ()ˆ(ˆ μβεβ +=+= XXEX ，

即与（8.34）相同。而（8.34）的解唯一，故 XX =ˆ 。 

若ε 为负，这种思路是无法走通的。 

定理 8.6   若 0]0[ ><εP ，则 XX >ˆ 。 

这一定理说明了树在不确定条件下比确定条件下大时才会被砍伐。替代严格证明，我们

还是给出一个启发性思路。简单地假定ε 有密度函数 )(⋅f ，且具有支撑集 ]1,1[− 。那么（8.38）

式变为： 

))()ˆ()()ˆ((ˆ
1

0

0

1
∫∫ +++=

−

εεεεεεβ dfXdfXVX  

)ˆ(

))()ˆ()()ˆ((
1

0

0

1

μβ

εεεεεεβ

+=

+++> ∫∫
−

X

dfXdfX
 

因此： X
r

X ==
−

>
μ

β
μβ

1
ˆ  

可以注意这些简单的命题有两个隐含的意义：不确定性能增大树的价值；严格增过程的

表现不同于允许递减的过程。 

定理 8.6 蕴含在某些情况下的不确定性增大了树的价值。假定我们有一棵尺寸为 X 的树。

那么若未来增长是确定的，它的价值恰为 X 。若未来增长为不确定的，如果树的尺寸可以减

小，那么你将不会砍伐它；它的价值超过 X 。记确定形式下树的价值为 )(XV d
，当树的增

长增量为（非退化的）随机变量ε 时记树的价值为 )(XV ε
，我们可以得到若ε 为负时， 
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)()( XVXV d>ε  （8.39） 

对某些 X 成立。（连续性暗示（8.39）式对某个δ ， ],[ XXX δ−∈ 成立）。很自然地会问在

更一般的环境中（8.39）是否成立。 

定理 8.5 和 8.6 的另一层意义是严格递增过程不同于允许递减的过程。我们通过下述定理

可知定理 8.5 对很大一类递增过程都是成立的。 

定理 8.7  设 tX 为马尔可夫过程满足： 

1][ 1 =≥+ tt XXP  

且： 

0]|[ 1 ≤≥−+ tttt XXXXE β ， 

0]|[ 1 ≥≤−+ tttt XXXXE β 。 

这里 tX 为非递增序列。令 t
t

t XY β= 。若 tt XX ≥ ，那么有 ,...,, 21 ++ ttt YYY 为上鞅。 

   这一命题表示不确定性不影响砍伐树的时间。由定理 8.3 我们得知，若τ 为任一停时，

那么 ttt YXXYE ≤≥ ]|[ τ 。这就是说当树高首次超过 tX 时砍伐为最优。 

  证明这个定理我们要证对所有 t ： 

0]|[ 1 ≤≥− +++ tttt XXYYE ττ 。 

不过由于 )( 11 ττ
τ

ττ ββ +++
+

+++ −=− tt
t

tt XXYY ，注意到 

0
]|]|[[

]|]|[[]|[

1

11

≤
≥≥−=

≥−=≥−

+++++

+++++++

tttttt

ttttttttt

XXXXXXEE
XXXXXEEXXXXE

ττττ

τττττ

β
ββ

 

就足够了。 

9. 各种应用和习题 

（1） 设{ }nA 为 −σ 域 F 上的可列集序列。证明 FAnn
∈∩ 。这一事实可知 −σ 域对可

列集的交封闭。又假定 FBFA ∈∈ , ，这里 F 为 −σ 域，证 FBA ∈− 。 

（2） 令 Z 为正整数集， A~ 为 Z 的子集 A 组成的集类，满足 A或
cA 有限，那么 A~ 为

−σ 域吗？解释之。 

（3） 令
1R 为实数集，

1ℜ 为 Borel 集构成的 −σ 域，集类
1ℜ 包含所有实直线上的开
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集、闭集。这表明 Borel 集构成的集类
1ℜ 是相当大的，不过，提醒读者：确实

存在
1R 上的集不属于

1ℜ 。这种例子见 Billingsley（1979.第 3 节）。 

（4） 假设 { },...3,2,1=Ω 即Ω为正整数集，F 为包含Ω全部子集的 −σ 域。定义 )(Aμ

为 A中点，即“，”的个数。如果 A是一个无限集， ∞=)(Aμ 。那么μ 为 F 上

的测度，它叫计数测度。下面，考虑如上所设的 ),( FΩ ，令 ,..., 21 PP 为相对于正

整数集的非负数且满足 ,...2,1,1 ==∑ iP
i

i ，定义 ∑
∈

=
Ax

i
i

PA)(μ ，则μ 为概率测

度。 

（5） 概率作为一种特殊的测度，它满足许多条有用的性质。下面即为其中一些性质。

令 ),,( PFΩ 为概率空间。 

（a） 若 FBFA ∈∈ , 且 BA ⊂ ，则 )()( BPAP ≤ ，称为单调性。 

（b） 若 FA∈ ，则 )(1)( APAP c −= 。 

（c） 若{ }nA 为 F 上的可列个集序列，则 ∑≤∪
n

nnn
APAP )()( ，称为可列次可

加性，或叫 Boole 不等式。 

（d） 若{ }nA 为 F 上递增集序列， A为其极限，则 )( nAP 递增至 )(AP 。证明这

一命题可见 Billingsley（1979,第 2 节）和 Tucker（1967, pp.6-7）。 

（6） 设 X 和Y 为定义在同一空间 ),,( PFΩ 上的随机变量，则： 

（a） 对 Rc∈ ， cX 为随机变量。 

（b） YX + 为随机变量，只要 ∞−∞≠+ )()( ωω YX 对每一ω成立。 

（c） YX ⋅ 为随机变量，只要 ∞⋅≠ 0)()( ωω YX 对每一ω成立。 

（d） YX /  为随机变量，只要 ∞∞≠ /)(/)( ωω YX 对每一ω成立。 

（7） 令 X 为 ),,( PFΩ 上具有有限期望 EX 和有限方差VarX 的随机变量。则对满足

∞<< k0 的 k ，我们 有 2]))(()(:|[
k

VarXkXEXP ≤≥− ωωω ，这叫 做

Chebyshev 不等式。表示具有较小方差的随机变量更逼近其期望值。 

（8） 令 X 为 ),,( PFΩ 上具有有限期望的随机变量，假定φ 为凸实值函数，满足

∞<))(( XE φ ，则 ))(())(( XEXE φφ ≤ 。这称为 Jensen 不等式。它在经济理论
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中可以找到若干应用。若消费者喜好风险，则其效用函数为凸，Jensen 不等式说

明他的随机效用函数期望值大于或等于随机变量 X 的期望值点的效用。这种情况

下 消 费 者 将 愿 意 参 加 公 平 博 奕 。 假 定 φ 为 凹 的 实 值 函 数 且

∞<∞< ))((,)( XEXE φ ，则 ))(())(( XEXE φφ ≥ ，这也称为 Jensen 不等式，

在经济中它被用来刻划那些通过购买保险而避免参加公平赌博的风险厌恶消费

者。Friedman 和 Savage（1948）曾建议效用函数应由凹凸两部分构成。Jensen 不

等式在经济中的进一步应用见 Rothschild 和 Stiglitz（1970）。 

（9） 令 ),,( PFΩ 为概率空间， FA∈ ，满足 0)( >AP 。设{ }nB 为有限或可列不相

交事件满足 1)( =∪ nn
BP 和 0)( >nBP ，对所有 n 成立。则对每一个 k ，有： 

∑=
n

nnkkk BPBAPBPBAPABP ][]|[/][]|[]|[  

这叫做 Bayes 定理。利用条件概率，该定理可如下表示： 

∫∫
Ω

= dPBAPdPBAPABP
B

]~|[/]~|[]|[  

其中 BB ~∈ ，这里 B~ 为 F 中的 −σ 域。 

（10） 定理 4.2，4.3 和 4.4 可扩展到条件期望，表述如下： 

（a） 单调收敛定理的条件形式。 

令{ }nX 为一递增非负随机变量序列，定义在 ),,( PFΩ 上，设 )()( ωω XX n →  1..pw

且满足 ∞<)(XE 。则任给一个 F 中的 −σ 域ζ ，当 ∞→n 时，有： 

1..]|[]|[ pwXEXE n ，ζζ →  

（b） Fatou 引理的条件形式。 

若 { }nX 为一定义在 ),,( PFΩ 上具有有限期望的非负随机变量序列。当 ∞→n 时，

∞<)inf(lim nn
XE ，则当 ∞→n 时，有： 

1..]|[inflim]|inf[lim pwXEXE nnnn
ζζ ≤  

其中ζ 为 F 中的 −σ 域。 

（c） 控制收敛定理的条件形式。 

令{ }nX 为一随机变量序列，Y 为可积随机变量，均定义在 ),,( PFΩ 上且对所有 n 满足

YX n ≤  1..pw 。若 XX n →  1..pw 且ζ 为 F 中的 −σ 域。则当 ∞→n 时，有： 
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1..]|[]|[ pwXEXE n ζζ → 。 

三个定理的证明可以在 Tucker（1967, pp.215-216）找到。 

（11） 考虑股票的折现期望值序列 ,...2,1, =+ Tv Tt ，即如第 6 节的应用（3）所设。假定

ttTt vFXEr /]|[ +≥ ，股票持有者自然希望了解 Ttv + 的最大值且超过λ美元的概

率，这里λ为某正数。找出 Ttv + 上的条件使投资者可以计算 ]max:[ λω ≥+TtT
vP 。

此外，寻找 Ttv + 上的条件使 Ttv + 在 ∞→T 收敛到 v 。v 是某个表示股票折现期望

值的随机变量。 

（12） 考虑具有漂移的维纳过程{ }0, ≥tWt ，其中 0, ≠+= μμtzW tt ，这里{ }0, ≥tzt

为一标准维纳过程。证明增量 st WW − ， ts <≤0 具有期望 )( st −μ 和方差 st − 。 

（13） 设 { }0, ≥tzt 为 一 维 纳 过 程 ， 证 明 { },...2,1,0),,( =tFz tt 为 鞅 。 这 里

),...,,( 10 tt zzzF σ= 。 

（14） 第 8 节中的求职应用可以推广至允许考虑折现。讨论类似无折现情况，当求职者

找到超过一件的工作时，他的期望收益为 )]),(max([ 1 cYVE −β ，这表示预订工

资V 为下列方程 

)]),(max([ 1 cYVEV −= β  

的解，这里
r+

=
1

1β ，r 为利率。注意，由最后一个方程所示，我们假定寻职费用发生在期

末，工酬也是在期末收到。研究这种应用可知，当利率增加时，保留工资率将降低。详见

Lippman 和 McCall（1976a）。 

10. 进一步的注释和参考 

有几本非常好的概率论教材。本章中的材料，特别是第 2、3、4、5 节中的内容可以在

Ash（1972）、Billingsley（1979）、Chung（1974）、Loeve（1977）、Neveu（1965）、Papoulis

（1965）和 Tucker（1967）的书中找到。Loeve 的是标准教材，现在已是第四版。Tucker 和

Neveu 的简明扼要，Neveu 相对于 Tucker 用了更高级的材料。Ash 在他书中的第一部分发展

了测度和积分理论、泛函分析和拓扑学。他随后将这些概念应用到了概率论中。另一方面，

Billingsley（1979）注重了分析和由概率问题所导引出的分析问题的概率的相互融合。关于各

种收敛性讨论的标准的参考书，可见 Billingsley（1968）。对在微观经济学中应用的一些概率

概念的简单介绍可见 McCall（1971）。 
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也许需要指出，概率论于十七世纪由 Pascal 和 Fermat 等人创建，目的是把机会博弈问题

用数学术语公式化。大家今天所知的现代概率论则由 Kolmogorov 在 1933 年建立起稳固的数

学基础，他开创性的工作是在 1950 年由苏联介绍到英国的。参见 Kolmogorov（1950）。 

第 6 节鞅的定义、例子和定理来自 Ash（1972，第 7.3 节）、Billingsley（1979，第 35 节）、

Doob（1953， 第 6 章）、Meyer（1966， B 部）、Neveu（1975）。鞅论两本经典的来源是 Doob

（1953）和 Meyer（1966），随后的书基本是前面的拓广。关于这两本经典的书我们还应加上

Neveu（1975）和新版的 Meyer 和 Dellacherie（1978），主要介绍可见于 Doob 的综述文章，

它发表在 MonthlyalMathematicAmerian ，可见于 Doob（1971）或 Feller（1971）。Karlin

和 Taylor（1975,第 6 章）关于鞅也有很好的讨论。注意 Doob（1953）用术语半鞅和下半鞅

分别代替下鞅和上鞅。 

第 6 节中经济和金融中的应用是基于 Samuelson（1965,1973）的两篇文章和 Hall（1978）

的论文，也可见于 MaCurdy（1978）和 Malliaris（1981）。有兴趣的读者欲详细讨论可参考

Fama（1970）。Grossman 和 Stiglitz（1980）对有效市场问题提出了建设性的评述并重新定义

了有效性概念。信息、鞅、价格等的概念的非技术陈述见 Alchian（1974），鞅性的经济检验

和宏观经济鞅的最近综述见 O’Neill（1978）。 

尽管在作为鞅的应用的期货定价中我们主要参考 Samuelson（1965），但还有另外值得一

读的是 Mandelbrot（1966）的文章，也可见于 Houthakker（1961）的早期论文。Samuelson

和 Mandelbrot 的早期文章激发了近来对鞅概念的兴趣。Mandelbrot 认为 Bachelier（1900）数

学上的博士论文“ culationSpladeorieTh éé ”，是这一领域的第一篇文章。事实上，Bachelier

发现布朗运动理论比爱因斯坦早了五年，历史所记载的鞅的命名是归功于 Ville（1939）。 

鞅性不仅在股票市场，也在别处得到了验证。关于利率可见于 Roll（1970）、Sargent

（1972,1976）和 Modigliani 和 Shiller（1973）；而汇率可见于 Cornell（1977），价格期望可见

Mullineaux（1978）和 McNees（1978）。在连续交易理论中，Harrison 和 Pliska（1981）曾证

明证券市场是完全的，当且仅当它的价格向量过程有某一鞅表现性质。 

与鞅性有关的经济金融文献证明下列几个概念有重要的相互影响：鞅性、随机游动、市

场有效性、理性预期、套利价格、稳态投机、价格统计相关。有几篇理论文章尝试清晰表示

这些概念的精确关系。这些文章中，我们注意到的有 Fama（1970）、Mandelbrot（1971）、Danthine

（1977,1978）、Shiller（1978）和 Lucas（1978）。 

随机过程方面的基本参考书是 Doob（1953）的经典著作。关于随机过程的详尽分析也

可见于 Gihman 和 Skorohod（1974,1975,1979）三卷书。对这一主题有兴趣的读者可参阅更高

级的版本，我们推荐 Karlin 和 Taylor（1975）、Cox 和 Miller（1965）、Prabhu（1965）、Cinlar

（1975）和 Hoel,Port 和 Stone（1972）等。Billingsley（1979）和 Tucker（1967）等人的课本

中也有一章是关于随机过程的。 

历史上，首先被较详尽地讨论的随机过程是布朗运动。英国植物学家 R.Brown 在 1827

年观察到悬浮在液体中的微小颗粒进行着不停止无规则运动。稍后的 1905 年，爱因斯坦用数

学化的术语描述了这一过程，观测中的微粒由于与周围溶液中分子的不停碰撞而运动。布朗
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运动理论的精确数学公式是由维纳在 1918 年给出的。本书及其他许多书中将布朗运动过程和

维纳过程名称交互使用。过去，布朗运动与维纳过程的区别在于前者仅满足定义中的性质（1）、

（2）、（3），而后者满足定义中的性质（1）、（2）、（3）、(4)。 

马尔可夫序列应归功于俄国数学家A.A.Markov，他为了努力解决由D. Billingsley在 1769

年首先提出的问题，于 1907 年发展了这种思想。另外对马尔可夫序列和马尔可夫过程做出贡

献的是 A.Kolmogorov 和 W.Feller。读者可参考的一些基本的参考书有 Karlin 和 Taylor（1975）、

Bharucha-Reid（1960）、Cox 和 Miller（1965）、Cinlar（1975）、Hoel,Port 和 Stone（1972）和

Feller（1968）。更高深和详细的书可参考 Dynkin（1965）。 

关于最优停时介绍性说明，读者可以参考 Rabbins（1970）的描述性论文，它发表在

American Mathematical Monthly 上，也可见于 Breiman（1964）。正如第 8 节所提到的，我们

广泛利用了 DeGroot（1970）和 Chow、Robbins 和 Siegmund（1971）这两本书。在这些书中，

几个重要的结果是由 Chow 和 Robbins（1967）、DeGroot（1968）、Dvoretzy（1967）、Yahav

（1966）及其他几位数学家首先发现的。第 8 节中我们没有给出关于马尔可夫链和马尔可夫

过程的最优停时问题。这一重要问题可参见 Cinlar（1975）和 Dynkin 和 Yushkevich（1969）

的经典书籍。更高深的书可参考 Shiryayev（1978）和 Ruiz（1968）。实际上，Shiryayev（1978,

第 2 章）可用来完整证明方程（8.33）之后提出的最优停时问题。Leonardz（1974）的著作

是一本关于最优停时的有用书籍，它主要是为对商业应用有兴趣的学生而写的。对于求职模

型中的许多最优停时的应用，标准参考书是 Lippman 和 McCall（1976a,1976b,1979）。 

最后要提及的是我们本打算把本章的小部分内容作为附录给出。当资料积累到现在的篇

幅，我们认为以一章的形式组织比一个长长的附录要更合适。作出这番说明是希望读者以第

一章作为参考或基础。很显然，本书的主要问题将在二、三、四章予以讨论。

 

 


