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第 7 章 波动率的 GARCH 模型
*
 

F.C.Palm 

1．引言 

直到大约 15 年前，有关时间序列统计分析的焦点才集中在条件一阶矩。风险和不确定性在

经济决策模型中发挥着越来越重要的作用，衡量风险和波动率的一般方法显现出明显的随时间变

动的特性，因而导致对二阶矩中的时间变差（Time-Variation）建模的时间序列方法的新发展。 
Engle(1982)提出了条件方差的自回归条件异方差模型（ARCH），它与 Box-Jenkins 类型的条

件一阶矩模型一致，在分析经济时间序列时非常有用。从那以后，很多文献提出对更高阶条件矩

的模型化。在金融时间序列领域可以见到它们的许多应用。Bollerslev 等（1992 和 1994，Nijman
和 Palm（1993），Diebold 和 Lopez（1994），Pagan（1995）以及 Bera 和 Higgings（1995）都对

ARCH 模型做了广泛的理论和实证研究。Gourieroux（1992）还更具体地研究了 ARCH 模型，使

它更加合乎规范。 
这一章的目的是对金融领域中使用 ARCH 和 GARCH（广义 ARCH）进行条件波动率建模的

某些方面作选择性说明，并将 ARCH 方法与其他可供选择的研究思路相比较。其重点是介绍近期

成果，例如利用因子－ARCH 建立多变量模型，最后还将讨论模型评价。 
在第 2 节，我们将引入单变量和多变量 GARCH 模型（包括 ARCH 模型），讨论它们的特点

和函数形式的选择，将它们与其他的波动率模型相比较。第 3 节讨论这些模型的推断问题。第 4
节讨论 GARCH 模型的统计特征，它们与连续时间扩散（diffusion）模型的关系以及波动率预测。

最后，第 5 节进行总结并评论潜在的未来研究方向。 

2．GARCH 模型 

2.1 动机 

GARCH 模型的提出是为了解释金融数据的经验规律。正如 Pagan（1995）、Bollerslev 等（1994）
强调的那样，许多金融时间序列具有共同特征。第一，资产价格通常是非平稳的，有单位根，而

收益率通常是平稳的。越来越多的证据证明一些金融序列是分数单整（fractionally integrated）的。

第二，收益率序列通常表现出无自相关或很小的自相关。平方值序列的相互独立经常被拒绝，表

明子序列的观测值之间存在非线性关系。收益序列的波动呈现“群集”性，大的波动发生在更长

的时期，低收益往往跟着小波动值。这些现象都与依时间变化的条件变量有关。第三，由于接受

某些肥尾分布，正态性往往被拒绝。序列中存在着的无条件超峰度可能与条件方差中的时间变差

有关。第四，一些序列显示出所谓的杠杆效应[参见 Black （1976）]，即股价的变动倾向于与波

动率的变化呈负相关。一些序列具有偏斜的无条件经验分布表明正态分布是不合适的。第五，不

同证券的波动率经常一起变动表明市场与某些共同因子之间的联系可以解释条件二阶矩中的时

频变差（temporal variatioin）。在下一节，我们将提出一些模型，来解释条件方差之间的时频依赖

关系、偏度及超峰度。 

                                                        
* 作者对 G.S.Maddala 对本文早期版本的许多有益的评论表示感谢。 
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2.2 单变量 GARCH 模型 

考虑下面形式的随机模型 
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GARCH 模型，由 Bollerslev（1986）提出。当 pii ,,2,1,0 L==β 的时候，它就是特殊的 ARCH

（q）模型，由 Engle（1982）在一篇开创性的论文中提出来。非负条件隐含着非负方差，但广义

平稳性要求对 iα 与 iβ 之和予以限制。正如 Nelson 和 Cao（1992）指出的那样，非负条件方差的

充分条件很大程度上被弱化了。如果
2
ty 过去的实现值大于

2σ ， ty 的条件方差将大于由
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2 )1/( αβασ 给出的无条件方差。Anderson（1992）已证明，GARCH 模型属

于确定性条件异方差类的模型，此类模型中，条件方差是一个 t 时可得信息集变量的函数。在正

态假设下，模型可写为： 

         ),0(~| 1 ttt hNy −Φ ，                                             （2.3） 

其中 th 由（2.2）给出， 1−Φ t 代表在 t-1 时的信息。Anderson（1994）对确定型、条件异方差型、

条件随机型和同期随机型的波动过程作了区分。不那么严格地说，如果直到 t=0 时（包括 t＝0），
信息集（σ —域）Φ等于系统中所有随机向量的σ －域，那么波动过程是确定性的；如果Φ包

括信息变量并且在 t-1 时可观测，那么波动过程是条件异方差性的；如果Φ包括直到 t-1 时的全

部随机向量，那么波动过程是条件随机性的；如果Φ的信息包括直到 t 时的全部随机向量，那么

波动过程是同期随机性的。这里要注意的是施加于各种波动率表述形式的信息结构的顺序。 
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1αβ ，就产生了单整的 GARCH（integrated GARCH， IGARCH）模型[参

见 Engle 和 Bollerslev (1986)] 。 从 (2.2) 的 GARCH(p,q) 模 型 ， 可 得 到
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是条件方差过程的新生(innovation)，
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)( ββ 。如果以滞后算子 L 表达的多项式 )()(1 LL βα −− 可以分

解为
dLL )1)(( −Φ ，其中 0)( =Φ z 的根在单位圆外，且 10 ≤≤ d ，就产生了分数单整的 GARCH

模型(FIGARCH（p,d,q）)，它是由 Ballie、Bollerslev 和 Mikkelsen（1993）提出的。当 d=0，FIGARCH
模型嵌套 GARCH（p,q）模型； 当 d=1，它嵌套 IGARCH（p,q）模型。允许 d 在 0 到 1 之间取

值，就有更大的灵活性，这在建立条件方差的长期依赖关系模型时可能相当重要。 
在对金融数据作实证分析时，发现 GARCH（1,1）或 GARCH（1,2）通常可以适当地解释条

件异方差性。这个发现类似于低阶 ARMA 模型总能很好地描述许多经济时间序列的条件均值的

动态变化。 
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在以上模型中，正的过去值与负的过去值对条件方差的效应是对称的，认识到这一点非常重

要。然而许多金融序列却明显不对称。负的股票收益引起波动率增大的幅度要大于同样的正收益

的效应。Black（1976）把这一现象解释为杠杆效应的结果：股票价值的大幅度下降并未使债务价

值相应地下降，因而提高了债务－权益比率(debt-equity ratio)。诸如 Nelson（1991）提出的指数

GARCH（exponential GARCH，EGARCH）模型、Sentana（1991）和 Engle（1990）提出的二次

GARCH（quadratic GARCH，QGARCH）模型、Zakoian（1994）提出的阈 GARCH（threshold 
TGARCH）模型都允许存在不对称。 

Nelson 的 EGARCH 模型如下： 
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其中参数 0α 、 iα 、 iβ 不受非负限制。当 iα >0 且 0<ϕ *时，可以解释为收益的负冲击提高了债

务－股东权益比率，从而增加了未来收益的不确定性。类似地，在指数模型中考虑到分数单整时，

就得到了 FIEGARCH 模型。 
Sentana（1991）把 QGARCH 模型写成 
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其中 ),,,( 21 ′= −−−− qtttqt yyyx L 。该线性形式考虑到了非对称性。矩阵 A 非对角线上的元素解释

了 tx 的滞后值与条件方差相互作用的结果。（2.5）中嵌入了文献中所提出的各种二次方差函数。

Bera 和 Lee（1990）假设 0=ψ ，提出了增广的 GARCH 模型（GGARCH）。Engle（1982）提出

的 ARCH 模型中，约束 0=ψ 、 0=iβ ，且 A 为对角阵。Engle（1990）以及 Engle 与 Ng（1993）

提出的非对称 GARCH 模型，也假设 A 为对角阵。Robinson（1991）研究了线性标准差模型，约

束 0=iβ 、
22 p=σ 、 ρϕψ 2= ，而且 ϕ′ϕ=A 是秩为 1 的矩阵。这样，条件方差就变成

2)( qtt xh −′+= ϕρ 。 

Zakoian（1994）提出的 TGARCH 模型由下式给出： 
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其中 }0,max{ tt yy =+
， }0,min{ tt yy =−

。它通过参数
+
iα 和

−
iα 的不同来解释非对称性。 

正如 Hentschel（1994）所证明的那样，许多 GARCH 类模型（取 p=q=1）能够包含在绝对

GARCH（Absolute GARCH，AGARCH）模型的 Box-Cox 变换中 

    λσβεσααλσ λλλ /)1()(/)1( 11110 −++=− −−− tt
v

tt f  ，                 （2.7） 

                                                        
* 原书为 0fiα 且 0pϕ ，有误。下页的 11 pf λλ 和 情况相同。——译者注。 



《统计手册：金融中的统计方法》 

 4

其中
2/1

tt h=σ ， )()( bcbf ttt −−−= εεε 是 Pagan 和 Schwert（1990）引入的消息效应曲线。

当 1>λ ，Box-Cox 变换是凸的，当 1<λ ，它是凹的。当 1== vλ 且 1|| ≤c ，（2.7）就成为特殊

的 AGARCH 模型。当 1== vλ 且 b=c=0，就得到了 Taylor（1986）、Schwert（1989）的条件标

准差模型。（2.7）中，当 0=λ 、v=1 且 b=0 时，就产生了（2.4）中 p=q=1 时的指数 GARCH 模

型。当 1== vλ 、b=0 且 1|| ≤c ，由（2.7）可得到标准差的 TGARCH 模型。如果 2== vλ 且

b=c=0，就产生（2.2）的 GARCH 模型。Engle 和 Ng（1993）提出的非线性非对称 GARCH 模型

与 2== vλ 且 c=0 相对应，而当 2== vλ 且 b=0 的时候，就得到 Glosten-Jagannathan-Runkle
（1993）提出的的 GARCH 模型。Higgings 和 Bera (1992)的非线性 ARCH 模型允许λ取任意值，

且 λ=v ，b=c=0。Ding、Granger 和 Engle（1993）的非对称幂 ARCH（APARCH）模型允许λ取

任意值且 λ=v ，b=0， 1|| ≤c 。Sentana （1991）的 QGARCH 模型未嵌入（2.7）的设定中。Hentschel

（1994）指出，将现有的 GARCH 模型嵌入如（2.7）的一般设定强调了这些模型之间的关系，并

提供了检验条件二阶矩函数形式嵌套假设序列的机会。Grouhy 和 Rockinger（1994）提出了通常

称为滞后作用（hysteresis）的 GARCH（HGARCH）模型。在这个模型中，除了阈 GARCH 部分

之外，还包括了收益对波动率的短期（几天）冲击和长期（几周）冲击。 
Engle、Lilien 和 Robins（1987）提出了依均值的 ARCH（ARCH in Mean，ARCH-M）模型。

在这个模型中，条件均值是以下过程的条件方差的函数： 

   ttttt hhzgy ε2/1
1 ),( += −  ，                                          （2.8） 

其中 1−tz 是前定变量的向量，g 是 1−tz 的函数，而 th 由 ARCH（q）过程生成。当然，当 th 服从

GARCH 过程时，表达式（2.8）就是一个依均值的 GARCH 方程。最简单的 ARCH-M 模型为

ttt hhzg δ=− ),( 1 。依均值的 GARCH 模型自然地产生于金融理论，如 ),( 1 tt hzg − 可表示某些资产

的预期收益率，其中 th 为风险的测度。因此依均值的方程（2.8）能够反映风险和期望收益之间的

权衡关系。Pagan 和 Ullah(1988)称这些模型为考虑风险的模型。 

2.3 可选择的条件波动率模型 

不以 ARCH 设定为基础的度量波动率的方法也已见诸文献。例如 French 等 (1987)根据股票

日收益率平方值的平均数构造股票月收益率的方差，并对这些月方差拟合 ARMA 模型。利用高

频数据估计低频观测值条件方差的过程不能有效地使用全部数据，同时，从第二步估计中得到的

一般标准差可能是不合适的。然而，对于初步数据分析，这一过程计算的简单性和由Schwert（1989）
提出来的相关过程（即条件标准差是从条件均值的第一步估计开始，由残差度量），使其成为除

复杂 ARCH 之外可选择的模型。 
波动率的相关估计量可以从期间内的最高价和最低价得到。Parkinson（1980）证明，对于具

有不变方差和连续时间参数的随机游走过程，方差的高—－低估计量比基于同样数量的期末

（end-of-interval）观测值的样本方差更为有效。沿着这个思路，可以用波动率与买入－卖出价差

之间的关系来构建收益的方差估计量[例如，参见 Bollerslev 和 Domowitz (1993)]。同样地，具有

随机波动率的期权定价公式 [例如，参见 Melino 和 Turnbull (1990)] 的近期发展已经证实了期权

价值和标的证券方差之间的正相关关系，这可以用来评定证券价格的波动率。最后，在给定时点
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上资产之间价格收益信息的分布也可以用来量化市场波动率。 
为设定条件方差的形式，就必须定义条件信息集，并选择一种函数形式来反映条件集合与条

件方差之间的映射关系。通常情况下，条件信息集仅限于包括序列自身的过去值。简单的条件残

差方差的两步骤估计量可以通过残差平方对其自身滞后值的回归得到[(参见 Davidian 和 Caroll 
（1987）)]。Pagan 和 Schwert（1990）证明 OLS 估计量是一致的，但不是有效的。这一两步骤估

计量的作用是基准的计算，比较直接。跳跃模型或混合模型能够与条件方差的 GARCH 表达式结

合，已经被用于描述波动率的时间变差、金融序列的肥尾和不对称性。在泊松跳跃模型中，假设

出现异常信息时，收益就会出现跳跃。在 t 时出现的跳跃次数 tn ，产生于参数为λ的泊松分布。

在跳跃次数为 tn 的条件下，收益通常呈均值为 θtn 、方差
222
ψξ σσσ tn+= 的正态分布。参数θ 代

表跳跃规模（Size）的期望值，收益的条件均值和方差取决于 t 时的跳跃次数。假设
2
ξσ 的产生服

从 GARCH 过程，就可以引入另外的时间依赖性。 
在金融文献中，随机跳跃通常利用泊松过程的平均数来建模[参见 e.g.Ball 和 Torous （1985）、

Jorion（1988）、Hsieh（1989）、Nieuwland 等以及(1991)Ball 和 Roma(1993)]。Vlaar 和 Palm（1993）
将欧洲货币体系（EMS）周汇率的泊松跳跃过程与贝努里跳跃模型作比较，发现在大多数情形下，

两个模型的表现非常相似。贝努里过程有一个优点，那就是当截去(cutting off)泊松跳跃过程的无

穷和时，可以避免产生截断误差。 
混合参数λ可以随时间变化。例如，Vlaar 和 Palm（1994）假设描述欧洲货币市场风险溢价

的贝努里跳跃模型中，混合参数λ取决于相对于德国的通货膨胀的差异。 
考虑时间依赖性的另一个方法是假设 t 时经济处于状态 1 的概率是不同的，它取决于经济在

t-1 时是处于状态 1 还是状态 2。Hamilton（1989）已经提出了这样的模型，并应用于研究汇率[(参
见 Engle 和 Hamilton(1990)]、利率 [(参见 Hamilton(1988)]和股票收益率 [(参见 Pagan 和

Schwert(1990)]。 

在 Hamilton 的基本模型中，有一个不可观测的状态变量 tz ，可取值 0 或 1。从 t-1 时的状态

j转移到 t时的状态 i的概率 ijP 是常数，给定 qPqPpPpP −==−== 1,,1, 01001011 。Pagan（1995）

证明， tz 可演化为一个 AR（1）过程。在 Hamilton 的模型中，假设收益观测值 ty 由下式生成： 

    tttt zzy εφσββ 2/12
10 )( +++=  ，                                  （2.9） 

其中， ),0(~ 2σε NIDt 。 ty 在这两个状态中的期望值分别为 0β 和 10 ββ + 。方差分别为
2σ 和

φσ +2
。因而，模型中就生成高波动率和低波动率的状态。期望收益也会随不同的状态类型而改

变。以 t-1 时状态为条件的收益条件方差可以表示为： 

        1
2

1
2

1 ][)1]()1([)|( −−− ++−−+= tttt zpzqzyVar σφφσ  。            （2.10） 

很显然，（2.10）的条件方差表现出时间依赖性。 
Hamilton 和 Susme（1994）通过假设扰动项为 ARCH 过程，推广了马尔可夫状态转换模型，

称之为状态转换的 ARCH 模型（SWARCH）。在方程（2.9）中，SWARCH 模型的条件均值线性

依赖于状态变量 tz 。 
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假设 ty 的扰动项服从误差 t st tu g u= % 的 p 阶自回归过程，其中 tu~ 服从 Glosten 等（1993）的

模型中有杠杆效应的 ARCH（q）过程， stg 是随状态而变化的常数因子。假定新生 tu~ 服从均值为

0 的条件学生 t 分布。状态的转换由一个不可观测的马尔可夫链来决定。作者使用的数据是 1962
年 7 月 3 日到 1987 年 12 月 29 日在纽约股票交易所交易的价值加权的股票投资组合的周收益率，

用不同的 ARCH 模型与 SWARCH 模型做了多达四种状态的比较。SWARCH 的设定有杠杆效应、

服从低自由度的条件学生 t 分布，发现允许有四种状态的模型表现最好。Cai（1994）用类似的思

路，利用两状态的 SWARCH 模型考察 1964 年 8 月到 1991 年 11 月的三个月期国库券月收益率的

波动持续性问题。在过去的研究中，ARCH 过程的持续性可以解释为过程的条件方差的截距离散

移位（discrete shift）的结果。状态更换发生的两个时期是 1974 年 2 月—1974 年 8 月的石油危机，

以及 1779 年 9 月—1982 年 8 月的联邦储备银行政策的变化。 
使用非参数方法可以得到不依赖于具体函数形式假定的条件方差的估计。Pagan 和 Schwert

（1990）以及 Pagan 和 Hong（1991）使用了非参数核估计量和非参数灵活傅立叶形式（Flexible 
Fourier Form, FFF）估计量。 

ty 的条件矩核估计量用 )( tyg 来表示，具有有限数目的条件变量 tx ，如下所示： 

    ∑∑
==

−−=
T

s
st

T

s
ststt xxKxxKygxygE

11

)(/)()(])([ˆ ，                （2.11） 

其中，K 是平滑数据的核函数。可以使用的核多种多样，普遍使用的是 Pagan 和 Schwert（1990）
的正态核： 

        )]()(
2
1exp[||)2()( 2/12/1

ststst xxHxxHxxK −′−−=− −−π           （2.12） 

H 是对角阵，它的第 k 个对角线元素等于带宽(band width) )4/(1ˆ q
kT

+−σ ， kσ̂ 是 qkxkt ,,1, L= 的

标准差，q 是条件集合的维数。 
另一个可供选择的非参数估计量，是利用序列展开式得到条件方差的总体近似值。在现有的

许多序列展开式中，Gallant（1981）提出的灵活傅立叶形式（FFF）在金融学中得到广泛的应用。

条件方差用 tê 的过去值（ ty 的回归残差）构造的低阶多项式或三角式的和来表达。这样， tσ 设

定为： 

    ( ) ( )[ ]∑ ∑
= =

−−−−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

++++=
L

j k
jtjkjtjkjtjjtjt ekekee

1

2

1

222 ˆsinˆcosˆˆ δφβασσ     （2.13） 

理论上，三角式的项应趋于无限，但实际上，依据显著性，通常不值得取高于两阶的形式。（2.13）

有个缺点，那就是
2
tσ 的估计值可能为负数。Pagan 和 Schwert（1990）把（2.13）的估计量用于

股票收益率的研究，其中 L=1。 2
tσ 的估计值大致不变，在 1ˆ −te 的大部分范围内与核估计、GARCH

（1，2）及 FFF 估计的结果相似。只有当 1ˆ −te 是很大的正数或负数时*，估计量才会表现出不同的

                                                        
* 指绝对值很大的负数——译者注 
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行为。对于负的 1ˆ −te ，波动率的估计值急剧增大。同样，当用 F 联合检验时，（2.13）的三角项表

现出高度显著性。 
在股价下跌的时期，用核函数或傅立叶序列得到的条件波动率的非参数估计值与通过

GARCH、EGARCH 及 Hamilton 模型得到的参数估计值是不同的。特别地，超乎预期的大的负收

益，将导致波动率的大幅度增加。对于大的冲击，参数估计调整得慢，而且这种冲击效应具有持

续性。当非参数方法对大的反向冲击作出了高度的非线性反应时，参数方法则利用了它持续性的

一面。虽然条件波动率的非参数估计量具有比 GARCH、EGARCH 及 Hamilton 模型的参数估计量

高得多的解释能力，尤其是在解释非对称性方面，但与参数方法相比，它们是无效估计量。这表

明把这两种方法结合起来，以获得比目前的的应用更丰富的模型设定，无效性可以得到改善。 
其他的非参数方法也已经见诸文献。Gourieroux 和 Monfort（1992）提出如下形式的阶梯函

数(step function)近似得到 ty 和 tσ 之间的未知关系： 

    ∑ ∑
= =

−− +=
J

j

J

j
ttAjtAjt yIyIy

jj
1 1

11 )()( εβα  ，                          （2.14） 

其中， , ( 1, 2, , )jA j J= L 是 1−ty 数值集合的一个分块， )( 1−tA yI
j

是一个指示（indicator）变量，

当 1−ty 属于 jA 时取值为 1，否则为 0。 tε 为白噪声。这个模型叫作定性阈自回归条件异方差模型

（Qualitative Threshold ，QTARCH）。 

如果状态 j 应用于变量 1−ty ，则 jα 和 jβ 分别为 ty 的条件均值和方差。 ty 的过程由马尔可夫

链产生的定性状态变量 ( ))(,),(
1 tAtAt yIyIz

j
L= 决定。例如，分块子集 jAA ,,1 L 可能与金融市

场扩张和收缩的不同阶段相对应。通过充分地细分 jAA ,,1 L ，可以利用式（2.14）逼近 ty 的条

件均值和方差的更复杂的设定。通过加入 GARCH 项还可以选择更精粹的条件方差设定。 jα 和 jβ

的准最大似然估计量是在状态 j 下计算出的样本均值和方差。QTARCH 模型用阶梯函数逼近条件

均值和方差，Zakoian（1994）的 TARCH 模型则依赖于逐段线性逼近来估计条件方差函数。非参

数核估计量平滑条件矩，而 FFF 估计量使用比分段线性函数或阶梯函数更平滑的函数来逼近条件

矩。沿着类似思路，Engle 和 Ng（1993）用线性样条来估计对消息的反应形态。他们的方法称部

分非参数法(partially nonparametric，PNP)，因为长期记忆成分作为参数建模而消息与波动率之间

的关系却作非参数化处理。 
在广泛应用于金融数据依存关系分析的半参数方法中，应当提及的是由 Gallant 和 Tauchen

（1989）提出的、以具有高斯 VAR 首项的序列展开式为基础上的半参数（SNP）模型。 

假设一个全部过去值已知的 N×1 维向量 ty 的条件分布，只依赖于 ty 有限的 L 个滞后值，用

长度为 LN 的向量 ( )′′′′= −+−−− 111 ,,, tLtLtt yyyx L 来表示。这个过程包括近似 ty 的条件密度，其中

假定 1tx − 由一个截断的 Hermite 展开式给出，该展开式是 tz 的多项式与标准正态密度的乘积， tz

是 ty 的中心化和尺度化值， )( 10
1

−
− −−= ttt BxbyRz 。截断的展开式是半参数模型。给定 1−tx 条
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件下 tz 的条件 SNP 密度可以由下式近似得到： 

  ( )
2

1| | 0
1 2

1| | 0

( ) ( )
|

( ) ( )

t

t

k
t t t

t t k
t

a x z z
f z x

a x u u du

α
αα

α
αα

ϕ

ϕ

−=
−

−=

⎡ ⎤
⎣ ⎦=
⎡ ⎤∫ ⎣ ⎦

∑
∑

 ，                         （2.15） 

其中ϕ 代表标准高斯密度， ( )′= Nαααα ,,, 21 L ，
1
( ) i

N
ii

z z αα
=

=∏ ，其度数（degree）是

1
| | | |N

ii
α α

=
=∑ ，

| | 0
( ) xKa x xβ

α αββ
α

=
=∑ ， ( )′= NLββββ ,,, 21 L ，

1
| |NL

ii
β β

=
=∑ ，

1
( ) i

NL
ii

x x ββ
=

=∏ , zk 和 xk 是 正 整 数 。 给 定 1−tx 条 件 下 的 ty 的 条 件 密 度 为

[ ] )det(/|)()|( 110
1

1 RxBxbyRfxyh ttttt −−
−

− −−= 。 

正如 Gallant 和 Tauchen（1989）指出的那样，同时增加 zk 和 xk ，SNP 模型就会无限精确地

近似于包括肥尾分布 （象 t 分布）、偏斜分布的一类模型。因为在闭合形式下，ARCH 模型的平

稳分布是未知的，所以不能说 ARCH 模型属于上述类型。但是 ARCH 模型的平稳分布是肥尾的，

仅有有限矩，类似 t 分布，在一定条件下，ARCH 模型和 SNP 模型的方差是有限滞后值的多项式。

人们可能因而认为，当 zk 和 xk 很大时，ARCH 模型的的条件密度将无限接近于 SNP 模型。当 L

很大时，对于条件方差是无限滞后多项式的 GARCH 模型，这可能也是正确的。 
对 ARCH 框架的另一个应用是假设方差的变化服从某种潜在过程(laternt process)。这导致了

随机方差或称随机波动率（SV）模型的产生[参见 Ghijsels 等（1995）]。为了说明的方便，假设

漂移(drift)参数是 0。Taylor（1986）提出了收益率 ty 的简化 SV 模型： 

    )1,0(~),2/exp( NIDy tttt εαε= ，                                （2.16） 

    ),0(~, 2
01 ησηηφααα NIDtttt ++=+ ， 

其中，随机变量 tε 和 tη 是相互独立的。 

Hull 和 White（1987）已使用过这个模型，例如，将它运用于外币期权的定价。Taylor（1986
和 1994）探讨了其时间序列特征。Taylor（1994）证明了 SV 模型的统计特性，并把这些模型表

示为自回归方差（ARV）模型。估计 SV 模型出现的主要困难是该模型非线性，也非条件高斯(not 
conditionally Gaussian)。许多估计方法，象广义矩法（GMM）或准最大似然方法（QML）用于估

计SV模型都无效。但是，依赖于以模拟技术为基础的方法能够进行贝叶斯估计或经典似然分析[参
见 Kim 和 Shephard(1994)]。在近期，只有很少的研究比较了 GARCH 和 SV 方法在波动率建模中

的表现。Ruiz（1993）在研究 1981 年 10 月 1 日到 1985 年 6 月 28 日期间英镑、德国马克、日元、

瑞士法郎对美元的日汇率时，运用并比较了 GARCH（1，1）模型、EGARCH（1，0）模型和 ARV
（1）模型。这三个模型的样本期内的表现非常相似。当用模型用于预测样本之外的波动率时，

ARCH 模型表现出严重的偏倚而 SV 模型却没有出现这一情况。 
Kim 和 Shephard（1994）研究表明，对于 1962 年 7 月 3 日到 1987 年 12 月 31 日以及 1962

年 7 月 11 日到 1992 年 12 月 30 日期间的 S&P500 指数的日收益率和周收益率，简单的一阶 SV
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模型对数据的拟合程度与流行的 ARCH 模型一样好。Danielsson（1994）发现，对于 1980 年到

1987 年的 S&P500 指数的日数据，EGARCH（2，1）模型比 ARCH（5）、GARCH（1，2）、IGARCH
（1，1，0）模型表现更好。同时，它还优于用模拟最大似然法估计的简单 SV 模型。动态 SV 模

型与 EGARCH 对数似然值之间的差额是 25.5，支持了 4 个参数的 SV 模型优于 5 个参数的

EGARCH 模型的结论。 

2.4 多变量 GARCH 模型 

除了 SNP 模型之外，2.2 节和 2.3 节中介绍的模型都是单变量的。在资产定价和投资组合配

置中，许多问题的分析都需要用到多变量结构。 

考虑一个 N×1 向量的随机过程{ ty }，并把它写成： 

    ttty ε2/1Ω=  ，                                                   （2.17） 

其中， tε 是一个 N×1 的 i.i.d.向量， 0=tEε ， Nt I)(Var =ε ， tΩ 是 t 时可得信息条件下 ty 的

N×N 协方差矩阵。 

Bollerslev、Engle 和 Wooldridge（1988）假设，在一个多变量线性 GARCH（p,q）模型中， tΩ

由误差交叉平方项的滞后值和 tΩ 滞后值混合的线性函数给出： 

    ∑ ∑
= =

−−− Ω+′+=Ω
q

i

p

i
itiititit vechBvechAzvech

1 1
0 )()()( εεα  ，           （2.18） 

其中 vech(.)表示一个把 N×N 矩阵的下半部分排列成一个 N（N+1）/2×1 向量的算子。在（2.18）

中， 0α 是 ( 1) / 2N N + 的向量， iA 和 iB 是 ( 1) / 2N N + 阶矩阵。未知参数的个数等于

N(N+1)[1+N(N+1)(p+q)/2]/2。在实践中，需要使用一些简化的假设以使之更简约。例如，Bollerslev

等（1988）在应用对角 GARCH（p,q）模型时，假设矩阵 iA 和 iB 是对角阵。其他一些代表性的

研究结果，如 Baillie 和 Bollerslev（1990）以及 Vlaar 和 Palm（1993）使用的常数条件相关模型，

都假设条件方差是 GARCH 过程。 

参数化（2.18）的条件是确保对于 tε 的任何值， tΩ 都为正定矩阵，但这一点在实际中很难

验证。Engle 和 Kroner（1995）提出了参数化多变量 GARCH 过程的方法，将它称为 BEKK（Baba、
Engle、Kraft 和 Kroner）表达式： 

     ∑∑ ∑∑
= = = =

−−− Ω+′+=Ω
K

k

q

i

K

k

p

i
ikitikikititikt GGAACC

1 1 1 1

*'**'**
0

'*
0 εε  ，           （2.19） 

其中
**

0 ikAC ， 和
*
ikG 是 N×N 阶参数矩阵，

*
0C 是三角阵，求和界限 K 决定了过程的通用性。（2.19）

中的协方差矩阵在弱条件(weak conditions)下为正定矩阵。这个表达式也具有充分的一般性，因为

它包括了（2.18）中所有正定对角表达式和大部分正的 vec 表达式。就参数个数而论，(2.19)比（2.18）
更简约。假定在相当一般的情况下，发现两种参数化的方法等价，BEKK 参数化的方法会更受欢

迎，因为此时正定性易于保证。 
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Engle、Ng 和 Rothschild（1990）提出用因子—ARCH 模型作为作为资产超额收益率条件协

方差矩阵更简约的结构。这些模型体现了这样一个概念，即金融资产的风险可以分解为有限数目

的共同因子 tf 和一个特定资产的扰动项。套利定价理论（APT）产生了单因子结构，虽然 APT

并未意味着因子数目是有限的。Engle、Ng 和 Rothschild（1990），将因子—ARCH 模型应用于利

率风险的建模， Ng 等（1992）在相关的论文中研究了美国股票市场的资本资产定价模型（CAPM）

的风险溢价和异常现象。Diebold 和 Nerlove（1989）将单因子模型应用于汇率中， King、Sentana
和 Waadhwani（1994）用单因子模型分析了各股票市场之间的联系。 

因子模型如下所示： 

     tttt Bfy εμ ++=  ，                                            （2.20） 

其中， ty 是 N×1 的收益向量， tμ 是 N×1 阶期望收益向量，B 是 N×k 的因子载荷矩阵， tf 是

条件协方差矩阵为 tΛ 的 k×1 的因子向量， tε 代表条件协方差为 tΨ 的 N×1 的特质（idiosyncratic）

冲击因子向量。各因子和特质冲击是不相关的。 ty 的条件协方差矩阵由下式给出： 

          ttt BB Ψ+′Λ=Ω                                                （2.21） 

当 tΨ 是常数且 tΛ 具有常数（可能为 0）的非对角元素时，协方差矩阵 tΩ 可以由下式给出： 

          ∑
=

Ψ+′=Ω
k

i
itiit bb

1

λ  ，                                          （2.22） 

其中 ib 代表 B 的第 i 列，Ψ集中了 tΛ 的非对角线元素，以及 tε 的协方差矩阵中的常数元素。正

如 Engle 等（1990）所指出的，根据观测，（2.22）的模型等价于一个有着常数λ而 b 随时间变化

的类似模型。因子模型（2.22）还隐含着，如果 k<N，可以构造 N－k 种资产投资组合，即 ty 的

线性组合，它有常数方差。而有 k 种投资组合是以 itλ 加一个常数为条件方差。 

必须详加说明条件方差的生成过程，（2.20）的因子模型才得以完成。例如，可以假设 itλ 由

单变量 GARCH 过程生成。Diebold 和 Nerlove（1989）运用单因子模型研究 1973 年 7 月至 1985
年 8 月七种货币对美元汇率周数据的对数差分，他们假设单一的共同因子的方差为

∑ = −−+=
12

1
2

0 )13(
i itt fiθαλ 。应注意的是，它们的协方差矩阵是 7×7 的，但只包括 9 个未知参

数， 如Ψ , 0α 和θ 。通过将线性衰减模式加之于 ARCH 系数，大大减少了需要估计的参数个数。

用 GARCH（1，1）设定替代，可产生几何衰减的 ARCH 系数。 
Engle 等（1990）提出了另一可选择的方法。他假设每一有 k 个有代表因子的投资组合的收

益服从 GARCH 过程。当 i=1,…,k 时，第 i 个投资组合的条件方差由下式给出： 

     itiitiiiiti φφβεφαϖφφ 1
2

1
' )( −− Ω′+′+=Ω   ，                       （2.23） 
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为了简便，假定是 GARCH（1，1）模型， iφ 是 N×1 投资组合权重向量。投资组合的条件方差

与 itλ 的条件方差的不同之处仅是常数项，即 iiititi φφλφφ Ψ′+=Ω′ 。把它和（2.23）一起代入

（2.22），以便表达（2.22）中根据条件投资组合方差得到的条件协方差矩阵 tΩ 。应注意的是，

1=′ iibε 且 ijb ji ≠=′ ,0φ 。虽然因子—GARCH 模型在理论上显示出有吸引力的特征，但它的估

计需用到高度非线性方法。在这些方法中，Lin（1992）考虑了最大似然估计法。模型在能够估计

之前因子组合未直接观测到，所以还必须解决识别问题[参见 Sentanta（1992）]。特别是需要识别

代表组合的因子。在一些例子中，有必要假设代表组合的因子已知或可观测。例如 Engle 等（1990）
解释了 1964 年 8 月到 1985 年 11 月期间，到期日从 1 个月用到 12 个月的政府国库券月收益率以

及 NYSE-AMSE 股票的加权指数。他们选择了两个组合代表因子，其中一个对每种国库券有相同

权数而股指权数为 0；另一个的国库券权数为 0，而所有的权数都在股指上。可观测的因子代表

的组合的模型可用两阶段方法得到一致估计。首先估计组合的单变量模型，使用第一阶段的估计

结果可以得到因子载荷的一致估计，只要单个资产的方差与因子方差存在线性关系，系数等于因

子载荷的平方。 
King 等（1994）利用 1970 年 1 月到 1988 年 10 月期间的 16 个股票市场的美元月超额收益

率数据，用最大似然法估计（2.20）形式的多变量因子模型。他们假设风险溢价 tμ 可表示为

τμ tt BΛ= ，其中 tΛ 是一个对角阵，τ 是一个 k×1 向量，代表每个因子风险价格的常参数。King

等（1994）考虑了 k=6，其中 4 个可观测因子，2 个不可观测因子的模型。可观测的因子代表对

资产收益不可预料的冲击。这些冲击是作为从一个四因子模型提取的共同因子来估计的，将四因

子模型应用于 tx ——10 个可观测的宏观经济变量的向量自回归——的残差，得到共同因子的估

计。假定共同项和特质项的方差服从单变量 GARCH（1，1）过程，其中，因子过去值的平方由

它们在给定可得信息集下的线性投影来替代。应注意的是，当因子 GARCH 模型的协方差矩阵依

赖于先验未观测值时，收益成分具有条件随机波动率的代表性[参见 Anderson（1992）及 Harvey 等
（1992）]。 

一个主要的发现是，联邦股票市场与其时间变差之间的协方差，只有一小部分能够用可观测

的因子来解释。条件二阶矩在很大程度上是由不可观测因子来解释的。这一发现强调了不可观测

因子模型在解释市场内部波动率以及市场之间的波动率溢出时是很有用的。King 等（1994）也

阐述了因子模型在解释 16 维多变量时间序列二阶矩的时间依赖关系中的适用性和可行性。虽然

联合估计大约 200 个参数的因子模型是可能的，作者却不得不在第一阶段单独估计 tx 的向量自回

归。由于多变量因子—GARCH 模型参数空间的维数通常较高，相对于以似然原则为基础的完全

联合估计方法，两阶段估计方法是可行的选择。 

2.5 条件方差的一致性 

对于高频时间序列数据，用（2.2）的 GARCH（p,q）过程估计的条件方差经常表现出持续性，

也就是∑ ∑= =
+

p

i

q

i ii1 1
αβ 接近于 1。当总和等于 1，就产生了 IGARCH 模型。这意味着当预测任

何时间跨度(all horizons)的条件方差时，当前的信息仍然是重要的。非条件方差在这个情形中不存
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在。Bollerslev（1986）已经证明，在正态情况下，GARCH 过程（2.2）是广义平稳的。当且仅当

1p

1i

q

1i ii <α+β∑ ∑= =
时 ， 非 条 件 方 差

1
1 10 )1()var( −
= =∑ ∑−−=
p

i

q

i iity αβα ，

styy st ≠= ,0),cov( 。Nelson（1990a）、Bougerol 和 Picard（1992）证明了 IGARCH 模型是严

平稳、遍历但非协方差平稳的。 
类 似 地 ， 正 如 Bollerslev 和 Engle （ 1993 ） 所 证 明 的 ， 当 且 仅 当 特 征 多 项 式

0)]()(det[ 11 =−− −− λλ BAI 的根在单位圆内时，多变量 GARCH（p,q）过程（2.18）是协方差

平稳的。在这一情形中，方差将不具有持续性。另一方面，如果一些特征值落在单位圆上，条件

协方差矩阵所受的冲击对所有时间跨度的预测仍然很重要。如果特征值在单位圆之外，对协方差

矩阵的冲击效应就会随时间急剧变化（explode）。应注意的是，如 Engle 和 Kroner（1995）指出

的那样，上述特征多项式根的条件同样可应用于BEKK模型（2.19）。在许多运用单变量GARCH(p,q)
模型对金融数据进行的实证研究中，发现估计参数的和接近于 1。详细的文献综述可参见

Bollerslev、Chou 和 Kroner（1992）。如果投资组合和 tε 是协方差平稳，则具有（2.23）形式的

GARCH（p,q）过程的 k 因子多变量模型（2.20），其因子也是协方差平稳的。 
和变量间的协整概念一致，Bollerslev 和 Engle（1993）提出了方差共同持续性（co-persistence 

in variance）的定义。其基本思想是，虽然许多时间序列的方差可能表现出持续性。但同时，一些

变量线性组合的方差可能表现出不具有持续性。Bollerslev 和 Engle（1993）推导出多变量 GARCH
（p,q）过程的方差具有共同特续性的充要条件。在实际中，方差共同持续性允许人们从非平稳收

益波动率的资产中构造出平稳波动率的投资组合。 
多变量 GARCH 模型单位根的发现推动了因子—ARCH 模型的新进展。Engle 和 Lee（1993）

构造了 King 等（1994）形式的因子模型，模型中考虑了波动率的永久成分 IGARCH（1，0，1）
和暂时成分 GARCH（1，1）。 

Engle 和 Lee（1993）将成分模型的几个变形应用于 CRSP 价值加权指数和 14 种美国大公司

股票的日收益率，样本期为 1962 年 7 月 1 日到 1991 年 12 月 13 日。主要实证结果是：个股收益

波动的持续性归因于市场波动率（假设它是一个共同因子）和个股特质波动持续性。这一结果意

味着，当假定市场冲击不影响特质波动率时，股票收益的波动率与市场波动率具有共同特续性的

假设要被拒绝。 
Palm 和 Urbain（1995）利用具有可观测因子的因子——成分——GARCH 模型 1982 年 2 月

到 1995 年 8 月期间欧洲、远东和北美股价指数收益率的日观测值，发现共同因子和特定因子的

波动率具有显著的持续性。 
虽然对因子——成分——GARCH 模型的应用尚处在初始阶段，有关收益波动的持续性[例

如，参见 French、Schwert 和 Stambaugh（1987）、Chou（1988）、Pagan 和 Schwert（1990）、Ding 
等(1993)以及 Engle 和 Gonzalez-Rivera(1991)]、共同因子和/或特质因子的实证研究结果提出了许

多重要问题。例如：有关波动持续性的发现是否符合文献中经常用到的资产收益的平稳性假设？

金融理论是否预示着非平稳波动将导致非平稳的资产收益？在波动率和收益序列中存在着的持

续性的确切形式是什么？它是否应当作为条件方差永久成分的一个单位根来建模？或者允许它

为分数单整？或者应当象诸如 Cai(1994)Hamilton 和 Susmel（1994）那样，按状态转换来建模？

越来越多的证据表明收益序列表现出分数单整[例如，参见 Baillie（1994）]。由于现有多数检验

方法的低效力，要完全根据观察来区分单位根引起的持续性和分数单整引起的持续性是十分困难

的。 
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3.统计推论 

3.1 估计与检验 

通常用最大似然法（ML）或准最大似然法（QML）来估计 GARCH 模型。在一些实际应用

中，也用到广义矩法（GMM）[例如，参见 Glosten 等(1993)]。随机波动率模型一般用 GMM 方

法估计。更近期的间接推断法[例如，参见 Gourieroux 和 Monfort(1993)以及 Gallant 等(1994)]也已

经被提倡并应用于估计随机波动率模型。贝叶斯方法已发展用于波动率模型[例如，参见 Jacquier 
等（1994）的随机波动率模型估计以及 Geweke（1994）对随机波动率 GARCH 模型的估计]。为

了简便的原因，我们讨论 tε 服从 IN（0，1）的假定下，（2.1）和（2.2）中 GARCH（1，1）模型

的 ML 估计。记 ty 的 T 个观测值为 ),,( 21 ′= Tyyyy L ，T 个观测值的对数似然函数 L 可写为： 

     ∑
=

=
T

t
tLyL

1

)|( θ  ，                                               （3.1） 

其中 tttt hyhcL /
2
1ln

2
1 2−−= ， ),,( 110 ′= βααθ ， )1/( 110

2
1 βαασ −−==h ， th 由（2.2）

给出，t>1。 

给定参数向量θ 的初始值，通过递归计算 th ，t=1,2…,T，并将它的值代入（3.1）可求出对数

似然函数的值。标准数值算法可用于计算（3.1）的最大值。众所周知，在一定的正则性条件下，

例如 Crowder（1976）条件，使 L 最大的θ 的估计量 MLθ̂ 是一致、渐进正态和有效的： 

     ))ˆ(,0(~)ˆ( ML

a

ML VarNT θθθ −  ，                                   （3.2） 

其中，
1 2 1

1
ˆ( ) [ / ]T
ML Tt

Var T E Lθ θ θ− −
=

′= − ∂ ∂ ∂∑ 。 MLθ̂ 的渐进协方差矩阵可以通过与（3.1）相关

联的 Hessian 矩阵的逆一致地估计，在 MLθ̂ 处求值。Lumsdaine（1992）在 0)][ln( 1
2

1 <+ βεα tE 的

条件下证明了 GARCH（1，1）和 IGARCH（1，1）模型 ML 估计量的一致性和渐进正态性。不

要求 tε 存在有限四阶矩。和条件均值中有单位根的模型不一样，不论条件方差有或没有单位根，

模型的 ML 估计量具有相同的极限分布。 
如同 Weiss（1986）证明了具有 ARCH 误差的时间序列模型，以及 Bollerslev 和 Wooldridge

（1992）、gourieroux（1992）证明了 GARCH 过程，通过使正态分布的对数似然函数（3.1）最大

化，可以得到θ 的准 ML（quasi-ML）估计量或拟 ML（pseudo-ML）估计量，虽然真实的概率密

度函数是非正态的。在正则性条件下，QML 估计量有以下的渐进分布： 

       1 1ˆ( ) ~ (0, )QMLT N B ABθ θ − −−                                    （3.3） 

其中， 0[ / / ]t tA E L Lθ θ ′= ∂ ∂ •∂ ∂ 是 L 的得分向量的协方差矩阵。
2

0[ / ]tB E L θ θ ′= − ∂ ∂ ∂ ， 0E 代

表在数据的真实概率密度条件下的期望。当然，如果后者是正态分布，（3.2）和（3.3）中的渐进

分布就是相同的。Lee 和 Hansen（1994）证明了高斯 GARCH（1，1）模型的 QML 估计量的渐
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进正态性。用条件标准差来衡量的扰动项，并不要求服从正态分布，也不要求是独立的。如果尺

度化（scaled）扰动项的条件四阶矩是有界的，当 111 =+ βα 时，GARCH 过程可能是单整的，

111 >+ βα ，它甚至是爆发(explosive)的。Bollerslev 和 Wooldridge（1992）在模拟研究中发现，

有限样本中，当对称地偏离条件正态性时 QML 估计量近似于精确的 ML 估计量。对于非对称的

真实条件分布，与精确 ML 估计量相比，无论是大样本还是小样本，QML 有效性的损失都是相

当大的。Engle 和 Gonzalez-Rivera（1991）提出的半参数密度估计使用先前平滑的线性样条，将

成为除了 QML 方法之外的另一种可选择的具有吸引力的方法。 
对估计 GARCH 模型的 ML 方法和 QML 方法可以作一些评论。首先， GARCH 在非条件分

布中产生了肥尾，虽与条件正态性结合，但它并不能完全解释许多金融数据中表现出来的超峰度。

许多作者还使用了自由度待估计的学生 t 分布。其他已经在 GARCH 模型估计中使用过的密度包

括正态—泊松混合分布[例如，参见 Jorion（1988）和 Nieuwland 等(1991)]、正态—对数正态混合

分布[例如，参见 Hsieh（1989）]、广义误差分布[例如，参见 Nelson(1991)]和贝努里—正态混合

分布[例如，参见 Vlaar 和 Palm(1993)]。De Vries（1991）提出用一个条件平稳分布的类 GARCH
过程，这个过程用于对波动率群集建模，它具有肥尾和非条件平稳分布。 

第二，对一些模型，例如正态的 ARCH 扰动模型，信息矩阵是分块对角阵[例如，参见 
Engle(1982)]，由于回归系数和 ARCH 参数可以在不影响渐进有效性的条件下单独估计，所以其

意义非常重大。而且，它们的方差也可以分别得到。Linton（1993）扩展了这一结果，他认为，

当误差服从平稳的 ARCH（q）过程且未知的条件密度以零为对称时，条件均值的参数在 Bickel
意义上是合适的。换句话说，使用以正态密度函数为基础的核方法来估计未知的得分函数，产生

条件均值的参数估计，这一条件均值与建立在真实分布基础上的 ML 估计量有相同的渐进分布。

对 ARCH-M 模型，用对角化分块矩阵是不合适的，因为序列的条件均值依赖于条件方差过程的

参数。同样，对 EGARCH 扰动过程，信息矩阵的分块对角化也是不合适的。 
Gourieroux 和 Monfort（1993）提出了间接推断。当 QML 或 ML 的运用有困难、但还是可以

从数据中估计某些关注参数的函数时，Gallant 等（1994）提出的有效矩方法显得很有吸引力。 
Engle 和 Lee（1994）将间接估计方法应用于估计随机波动率扩散模型。作为出发点，他们估

计了 1990 年 9 月到 1991 年 1 月 S&P500 指数日收益率的 GARCH（1，1）模型，得到 QML 估计

量θ̂ ，并用于估计资产价格 tp 和条件方差
2
tσ 的现有扩散模型参数： 

     

ρ
ξσσϖφσ

σμ

σ

σ
δ

=
+−=

+=

),()(
)()(

)(
22

dwdwcorrelc
dwddb

dwdya

y

ttttt

ytttt

                            （3.4） 

其中， ttt pdpy /= ， ydw 和 σdw 服从维纳过程，使用的关系式与 GARCH 模型及扩散模型的条

件 一 阶 矩 、 条 件 二 阶 矩 是 相 匹 配 的 [ 参 见 Nelson （ 1990b ） ] ： 

( ) 1,dt1,dt)1(, 1110 =δ−κα=ξβ−α−=φα=ϖ ，κ是 GARCH 模型冲击的条件峰度。 

Gallant 等（1994）使用以两个辅助模型得分值为基础的间接方法来估计随机波动率模型。

这两个辅助模型都假定其 SNP 密度由（2.15）给出。当 SNP 密度都具有条件同方差和非高斯新生

的 ARCH 形式时，就把它叫做非参数 ARCH 模型，因为它与 Engle 和 Gonzalez-Rivera（1991）所

研究的非参数 ARCH 过程十分相似。第二个模型放弃同方差性约束，称为完全非参数设定。SNP
模型是用 QML 估计的。 
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Gallant 等（1994）用 1928 年—1987 年 S&P 合成指数的日观测值估计单变量模型，用 1977
年—1992 年的日观测值估计 S&P  NYSE 指数、德国马克对美元汇率和三个月期欧元利率的三

变量模型。他发现，对于股价和利率，随机波动率模型可与非参数 ARCH 得分的 ARCH 部分相

匹配。但是，它不能匹配新生分布中的矩，对于汇率，随机波动率模型并不能拟合其中的 ARCH
部分。 

已经有许多文献对 ARCH（q）模型的存在性作了检验。简便而又广泛使用的是 Engle 提出的

拉 格 朗 日 乘 数 （ LM ） 检 验 ， 其 零 假 设 为 0: 210 ==== qH ααα L ， 备 择 假 设 为

0,,0: 10 ≥≥ qH αα L 且至少有一个严格不等式成立。 

     0
1

0 )(
2
1 fzzzzfLM ′′′= −  ，                                         （3.5） 

其中 ),,,1( 22
1 ′= −− qttt yyz L ， ),,( 1 ′= Tzzz L 且 0f 是 )1/( 0

2 −αy 的列向量。 

2TRLM = 是一个渐进等价的统计量。这里，
2R 是 0f 和 z 的复相关系数的平方。T 是样本

容量。同时
2R 也是

2
ty 对截距项及

2
ty 的 q 期滞后值回归的可决系数。正如 Engle（1982）所指出

的，双边 LM 检验具有自由度为 q 的渐进
2χ 分布。Demos 和 Sentana（1991）报告了 LM 单边检

验的临界值，它对非正态是稳健的。构造 GARCH 分布的 LM 检验的一个困难，如 Bollerslev（1986）
指出，在于需要用到逆矩阵的分块信息矩阵是奇异的。这是由于在零假设下，GARCH（1，1）

模型中的 1β 不可识别。Lee（1991）已提出如何避免这一困难，他还证明，ARCH 和 GARCH 误

差的 LM 检验是相同的。 
Lee 和 King（1993）推导出基于局部平均最大功效（LMMP）检验的得分（LBS）检验以验

证 ARCH 和 GARCH 扰动的存在。这个检验是基于在零假设下的评估得分之和以及多余参数

(nuisance parameters)用它们的 ML 估计量代替。当没有多余参数时，检验就是 LMMP。通过将得

分和除以大样本标准误，得分和就标准化了。所得到的检验统计量具有渐进 N（0，1）分布。用

于检验 ARCH（q）过程的统计量也可用来检验 GARCH（p,q）过程。在小样本中，LBS 检验比

LM 检验有更好的功效，至少已发现它的渐进临界值是同样精确的。 
Wald 和似然比（LR）准则可用于如下的检验：零假设为条件同方差，即备择假设为 GARCH

（1，1）。与 00: 110 == βα 且H ， 00: 111 ≥≥ βα 或H （至少有一个严格不等式成立）相关联

的检验统计量并不服从自由度为 2 的
2χ 分布，因为在 0H 条件下，实际参数值不依赖于参数空间

边界的标准假定不成立。能够证明自由度为 2 的
2χ 分布的 LR 检验是很保守(conservative)的[参

见 Kodde 和 Palm(1986)]。同样，缺少上面提出的参数识别会导致 Wald 和 LR 的标准检验无法进

行。这些 ARCH 统计量检验针对的是条件异方差的特定形式，然而，许多检验是设计来检验对独

立、同分布随机变量的总偏离的。例如，Brock、Dechert 和 Scheinkman（1987）的 BDS 检验是

用于检验一般的非线性相关。它拒绝 ARCH 备择假设的功效与 LM-ARCH 检验相似[参见 Brock、
Hsieh 和 Lebaron（1991）]。对于其它备择假设，BDS 检验的功效可能更高。Bera 和 Lee（1993）
把 white 信息矩阵（IM）准则用于自回归扰动项的线性回归模型，这导致了 Engle 的 LMARCH
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检验的推广，其中 ARCH 被设定为随机系数自回归模型。许多作者已经提及可以给出 ARCH 的

随机系数解释[参见 Tsay(1987)]。Bera、Lee 和 Higgings（1992）指出，如果每次仅涉及某一设定，

而不是将它们结合起来考虑，那是很危险性的，他还给出了同时分析自相关和 ARCH 的框架。

Diebold（1987），以一种令人信服的方式举例说明这一框架是需要的。他还证明，在 ARCH 过程

中，序列相关的标准检验将导致过度拒绝零假设。要注意的是，ARCH 的存在可以用许多方法来

解释，比如非正态（不对称 ARCH 的超峰度和偏斜）[例如，参见 Engle(1982)]和非线性[参见 
Higgings 和 Bera(1992)]。 

最近， Bollerslev 和 Wooldrige（1992）发展了稳健的 LM 来检验均值和方差联合参数化的充

分性。他们的检验以对约束 QML 估计量求值的对数似然函数梯度为基础，可以用简单的辅助回

归计算出来，只需要求条件均值与方差的的一阶导数。作者以模拟结果显示在大多数情况下，稳

健检验统计量要比非稳健（标准）Wald 和 LR 检验更受欢迎。 
这个结论与 Lumsdaine（1995）的发现一致。他在对有限样本的 ML 估计量性质和相关检验

统计量的模拟研究中比较了 GARCH（1，1）和 IGARCH（1，1）模型。发现当估计的 t 统计量

非常接近于渐进分布时，参数估计量对于有限样本容量是偏斜的，Wald 检验有最佳的基准（Size），
标准 LM 检验基准太大，但对于可能的非正态的稳健检验统计量表现较好。 

有关文献中提出了各种各样的模型诊断。例如 Li 和 Mak（1994）检验了高斯过程的标准残

差平方自相关的渐进分布，并用 ML 方法估计了这一过程中随时间变化的条件均值与方差。然后

用残差除以它们的条件标准差再减去它们的样本均值，就将残差标准化了。这一过程的条件均值

与方差可以是 t 时可得信息的非线性函数。这些函数假定有连续二阶导数。当数据的生成过程是

ARCH(q)时，建立在 r至M阶标准化残差平方自相关基础上的Box-Pierce混成检验(portmanteau test)

服从自由度为 M－r（当 r>q）的
2χ 分布。这些类型的诊断对于检查模型的适当性非常有用。 

多变量 GARCH 模型可能会产生一些特殊形式的假设检验问题。例如，GARCH 可以是许多

时间序列的共同特征。Engle 和 Kozicki（1993）定义了一组时间序列的共同特征，它们对于其非

零线性组合不具有该特征的那些序列是共同特征。作为一个例子，考虑（2.20）的因子—ARCH

模型的双变量形式，它具有一个因子和一个常数特质因子的协方差阵。如果 tf 的方差服从 GARCH

过程， ity 序列也是 GARCH 过程，但线性组合 tt ybby 2211 /− 却有一个常数条件方差。在这个例

子中，序列 ty1 、 ty2 享有一个共同特征，即随时间变化的条件方差的共同因子形式。Engle和Kozicki

（1993）提出共同特征检验。Engle 和 Susmel（1993）应用这一程序检验了国际股票市场 ARCH
的共同特征。方法如下：首先，检验 ARCH 在单独时间序列中的存在性；第二，如果 ARCH 的

效应在两个时间序列中都是显著的，考虑线性组合 tt yy 21 δ− ，将其平方值对滞后平方值和序列 ity

直至 q 期的滞后交叉乘积做回归，并对系数δ 最小化 )(2 δTR 。如果考虑的不是两个时间序列，

而是一组的 k 个序列，δ 成为一个(k-1)×1 向量。Engle 和 Kozicki（1993）证明，关于δ 的 )(2 δTR

最小化的检验统计量具有
2χ 分布，它的自由度等于回归中包含的滞后平方值的个数减去（k－1）。

Engle 和 Susmel（1993）将检验应用于 1980 年 1 月到 1990 年 1 月世界上 18 个主要股票市场的股

票市场指数的周收益率。他们发现有两组国家，一组是欧洲国家，另一组是远东国家表现出相似

的随时间变化的波动率，这样，共同特征检验证实了每一组中共同因子—ARCH 结构的存在。 
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4.统计特征 

在这一节，我们将总结 GARCH 模型的主要统计特征，并给出合适的参考文献。  

4.1 矩 

1986 年，Bollerslev 证明，在条件正态下，当且仅当 1)1()1( <+ βα 时，（2.2）的 GARCH 过

程是宽平稳的，并且 0=tEy ，
1

0 )]1()1(1[)var( −−−= βααty ，当 st ≠ 时， 0),cov( =st yy 。

对于（ 2.2 ）中的 GARCH （ 1 ， 1 ）模型，存在 2r 阶矩的充要条件是当 10 =α 且

L,2,1,)12(
1

=−=∏ =
jij

ijα 时，∑ =
− <⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛r

j
jrj

jj
r

0 11 1βαα 。Bollerslev（1986）还提出了当 p=q=1

时， ty 的偶数矩的递归公式。如果条件正态 GARCH（1，1）变量存在四阶矩，那它就等于

]2)(1/[])(1[)(3 2
1

2
11

2
11

224 ααβαβ −+−+−= tt EyEy 。由于正态分布的对称性，如果存在奇数

矩，则奇数矩等于 0。这些结论扩充了 Engle（1982）给出的 ARCH（q）过程的结果。上面给出

的条件对严平稳是充分的，但不是必要的。 

Krengel（1985）证明，向量 ARCH 过程 ty 的严平稳等价于 ),,( 21 L−−Ω=Ω ttt yy 是可测的，

而且几乎必定（a.s.） ttΩ′Ω <∞  [参见 Bollerslev 等(1994)]。对于某些 r>0，矩是有界的，即

[ ( ) ]t tE trace ′ ′Ω Ω ，隐含着几乎必定（a.s.） ( t ttrace ′Ω Ω ）<∞  。Nelson（1990a）已证明，对于

（2.2）的 GARCH（1，1）模型，当且仅当 0)][ln( 2
11 <+ tE εαβ ， tε 是 i.i.d. (不必是条件正态)，

ty 是严平稳的，
2
ty 是非退化的。这个要求比 111 <+ βα 要弱得多。他还证明没有漂移的 IGARCH

（1，1）模型几乎必定（a.s.）收敛到 0，而当存在正的漂移时，它是严平稳和遍历的。一般单变

量 GARCH（p,q）过程的扩展结果也已经由 Bougerol 和 Picard（1992）得到。 

4.2 GARCH 和连续时间模型 

GARCH 模型是非线性随机差分方程，它比金融理论文献中对随时间变动的波动率建模时采

用的随机微分方程更容易估计。在实际中，观测值通常是在离散点被及时记录下来的，所以统计

推断必然要使用离散时间模型或近似于连续模型的离散时间模型。Nelson(1990b)推导出，当观测

值之间的间隔长度 h 趋于 0 时，ARCH 过程从随机差分方程收敛到随机微分方程应具备的条件。

他将结果应用于 GARCH（1，1）和 EGARCH 模型。Nelson（1992）研究了错误设定 ARCH 模

型时产生的条件协方差矩阵估计的性质。以离散时点间隔 h 对扩散过程进行观测，发现随着

0↓h ，基于 GARCH（1，1）或 EGARCH 模型的条件瞬时（conditional instantaneous）协方差矩

阵的估计值与真实值之间的差异依概率收敛于 0。需要的正则性条件是分布不是肥尾的，以及条
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件协方差矩阵随时间平滑变动。利用高频数据，错误设定的 ARCH 模型可以得到波动率的精确估

计。在某种程度上，将变量平方值作平均的 GARCH 模型可解释为条件方差在时间 t 的非参数估

计。离散时间模型也可以用连续时间扩散模型来近似。不同的 ARCH 模型通常有不同的扩散极限。

正如 Nelson(1990b)所证明的那样，当离散时间模型出现难以处理的分布形式时，连续极限可能方

便地产生近似预测值和其他矩的近似估计值。 
Nelson 和 Foster（1994）研究了如何选择 ARCH 过程能一致、有效地估计生成数据的扩散过

程的条件方差。他们得出了近似使用 ARCH 滤子所造成的测量误差的近似分布，其结果可用于比

较不同的 ARCH 滤子的有效性，并且可以刻画渐进最优 ARCH 条件方差估计量的特性。他们推

导了三个扩散模型的最佳 ARCH 滤子，并验证了许多 GARCH 模型的滤子性质。例如，如果数据

生成过程是由具有独立布朗运动（ 0=ρ ）且 1=δ 的扩散方程（3.4）给出的，
2
tσ 的渐进最优

滤子方程就设定了 ty  的漂移 μμ =ˆ 以及条件方差 

     2
,

2/122/12 ˆ)1(.ˆ htytht hhhhw ++ +−−+= αεσαφσ                         （4.1） 

其中 2/)],([2/1
, ξαϖφε ==−−−= ++

−
+ 且wyyEyyh thttththty 。 

所以，带有独立布朗运动的（3.4）的渐进最优滤子就是 GARCH（1，1）模型。当 yw 和 σw

相关时，（4.1）的 GARCH（1，1）模型就不再是最优的。Nelson 和 Foster（1994）证明：Engle
和 Ng（1993）提出的非线性非对称 GARCH 模型在这一情形中满足最优化条件。Nelson 和 Foster
（1994）还研究了当数据是由一个近似扩散的离散时间序列生成时，各种 ARCH 滤子的特征。他

们的发现对于在实证研究中选择 ARCH 滤子的函数形式具有重要意义。 
连续渐近记录极大地增强了我们对于当抽样频率增加时，连续时间随机微分方程与离散时间

ARCH 模型之间关系的理解。类似的，对随时间变化的波动率建模，尤其是在选择应用较高频的

观测值还是较低频的样本观测值时，时频归并（temporal aggregation）起了重要作用。 
通过高频数据可以得到更有效的参数估计。在有些情况下，研究者可能关注只可得到低频观

测值时的高频模型的参数估计。 
Diebold（1988）提出了时频归并问题。他证明，当抽样频率降低时条件异方差在极限意义上

消失，而在流量变量（flow variable）的情形下，低频观测值的边际分布趋于正态分布。 
Drost 和 Nijman（1993）研究了对股票或流量变量建模时，GARCH 类过程在时频归并的情

况下是否闭合。 
如果进行一些限制，就可以回答这个问题。这里采用了三种定义的 GARCH：如果可以选择

piqi ii ,,2,1,,,2,1,0 LL == βαα 和、 ，使得
2/1−= ttt hyε 是均值为 0、方差为 1 的 i.i.d.，那么

（ 2.2 ） 中 的 变 量 ty 序 列 由 一 个 强 式 GARCH 过 程 生 成 ； 如 果

ttttttt hyyyEyyyE == −−−− ],,|[0],,|[ 21
2

21 LL 且 ，则 ty 序列就称为半强式 GARCH；而当

ttttttt hyyyPyyyP == −−−− ],,|[0],,|[ 21
2

21 LL 且 ， 其 中 P 代 表 根 据 常 数 项 、

LL ,,,,, 2
2

2
121 −−−− tttt yyyy 求得的最优线性预测，那么 ty 序列就是弱式 GARCH（p,q）。 

Drost 和 Nijman（1993）的最大发现是股票或流量变量的对称弱式 GARCH 类过程在时频归
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并条件下是闭合的。这意味着如果高频过程是对称（弱）GARCH，低频过程也是对称弱 GARCH。

低频过程条件方差的参数取决于对应的高频过程的均值、方差和峰度。对于具有

∑ ∑= =
<+

q

i

p

i ii1 1
1βα 的 GARCH 过程，随着抽样频率的增加，条件异方差性也消失了。强式或

半强式 GARCH 类过程在时频归并条件下一般不是闭合的。这意味着如果观测值频率与数据生成

的频率不是恰好对应时，强式或半强式 GARCH 过程只接近于数据生成过程。 

Drost 和 Werker（1995）在随后的论文中，研究了连续时间 GARCH 过程，即增量 tht XX −+ ，

hNt ∈ ，对于每一个固定的时间间隔 h>0 都是弱式 GARCH 过程的性质。显然，根据 Drost 和
Nijman（1993）的结论，连续时间 GARCH 过程不可能是强式或半强式 GARCH，因为这类过程

在时频归并条件下不是闭合的。 
潜在连续性时间 GARCH 过程的假设导致了相关联的离散 GARCH 模型的峰度大于 3，这意

味着它是肥尾的。Drost 和 Werker（1995）说明了如何识别连续时间扩散过程的参数与离散时间

GARCH 的参数。连续时间模型和离散时间模型参数之间的关系可用于以相当直接的方式从离散

时间观测值估计扩散模型。 
Nijman 和 Sentana（1993），通过证明独立单变量 GARCH 过程的同期加总（contemporaneous 

aggregation）将会产生弱 GARCH 过程，补充了 Drost 和 Nijman（1993）的结论。接着他们通过

证明多变量 GARCH 过程生成的变量的线性组合也是弱 GARCH，拓展了这一发现，同样，多变

量 GARCH 模型的边际过程也是弱 GARCH。最后，作者通过模拟实验得出，在很多情况下，当

样本容量扩大时，假设条件正态分布的强式 GARCH 过程收敛于接近弱式 GARCH 参数的值估计

量便是 ML。 
有关 GARCH 过程时频归并和同期加总的研究结论表明，GARCH 过程的线性变换通常只是

弱式 GARCH。 

4.3.波动率预测 

建立时间序列模型通常是为了获得样本之外的预测值。许多作者已经研究了具有时间依赖的

条件异方差模型的预测问题。对于具有 ARCH 误差和 GARCH 误差的时间序列模型，Engle 和 Kraft
（1983）以及 Engle 和 Bollerslev（1986）分别得到了多步预测误差方差的表达式。Bollerslev（1986）、
Granger、White 和 Kamstra（1989）都注意到方差随时间变化的向前一步预测区间的构建。Baillie
和 Bollerslev（1992）研究了一个带有 ARMA-GARCH 扰动项的单一方程回归模型，由此得出了

最小 MSE 预测。他们还导出了扰动项为 GARCH（1，1）的动态模型预测误差分布的矩。这些矩

在使用 Cornish-Fisher 渐近扩展式构建预测区间时会有用处。Geweke（1989）在 Bayesian 的背景

下通过数值积分，得到扰动项为 ARCH 的线性模型的多步向前预测误差密度。 
Nelson 和 Foster（1995）推导了当观测数据为高频时，错误设定的 ARCH 对时间序列过程以

及波动率的预测有良好表现的条件。与 Nelson 和 Foster 在 1994 年得到的成功过滤的条件一致，

基本要求是 ARCH 模型正确设定所有状态变量前二阶矩函数形式。 
为了说明如何构造预测误差方差的估计，考虑平稳 AR（1）过程： 

     ttt uyy += −1φ  ，                                                 （4.2） 

其中，
2/1

ttt hu ε= 是一个（2.2）的 GARCH（1，1）过程，在 t 时 sty + 的最小 MSE 预测是

t
s

stt yyE φ=+ )( ，预测误差 t
s

stts yyw φ−= + 可表示为 1
1

1 +
−

−++ +++= t
s

ststts uuuw φφ L 。它在

t 时的条件方差为 
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i
ts φ                                    （4.3） 

可以通过递归计算得出。从 tu 的 GARCH（1，1）过程导出
2
tu 的 ARMA 表达式 [参见

Bollerslev(1986)]： 

         tttt vvuu +−++= −− 11
2

1110
2 )( ββαα ，                               （4.4） 

其中 ttt huv −= 2
。正如 Engle 和 Bollerslev（1986）所证明的那样，从（4.4）的表达式易于得到

(4.3)的 r.h.s.期望值 

         1),()()()( 2
1110

2 >++== −+++ suEuEhE sttsttstt βαα  ，                （4.5） 

当预测的时间跨度扩大时，最优预测单调收敛于无条件方差 )1/( 110 βαα −− 。对于 IGARCH（1，

1）模型，对条件方差的冲击是持续的， tstt hshE +−=+ )1()( 0α 。表达（4.5）可作为未来波动

率。Baillie 和 Bollerslev（1992）把 )( stt hE + 的条件 MSE 表达为 t+s 时条件方差的预测值。 

5.结论 

在这一章，我们对使用 GARCH 过程对随时间变化的波动率建模的有关文献进行了综述。

在回顾大量的成果时我们更强调近期的发展。 
自 1982 年 Engle 发表了突破性的论文之后的不到 15 年时间里，对 GARCH 模型的理解以

及它们在经济时间序列中的应用都取得了重大进展。这些进展极大地改变了时间序列实证研究所

采用的方法。同时，时间序列的统计特性，特别是现有模型还无法解释的金融时间序列的统计特

性，已经导致了对波动率建模的发展。偏度的发现及把偏斜相关（Skewed Correlation）定义为

)]kT/()yy[( 3
ktt

2
t σ+∑ 促进了非对称 GARCH 模型的发展。GARCH 模型中条件正态分布新生

超峰度的存在使学生 GARCH 模型和 GARCH 跳跃模型得到了应用。使用具有随机趋势成分的方

差成分模型，条件方差的连续性也已经被模型化。 
条件协方差和相关系数中的时间变差的发现导致了多变量 GARCH 模型和因子—GARCH

模型的发展。因子—GARCH 模型有许多吸引人的特点。第一，易于根据经济理论对它们作出解

释（因子模型中的套利定价理论在金融中已得到广泛应用）；第二，它们允许在变量的高维向量

中，随时间变化的方差和协方差有更简约的表达式；第三，它们既可以解释可观测因子又可以解

释不可观测因子；第四，变量的共同特征有令人感兴趣的含义，这些共同特征可以用直接的方法

来检验；第五，它们在许多例子中都拟合得很好。 
随时间变化的波动率的函数形式已经吸引了许多研究者的注意，它达到这种程度，以致于

有人疑惑：设计新的 GARCH 表达式的收益是否仍然为正。这一点在第 2 节中很明显。当模型即

使不能完全相互替代，有些也可以非常相似时，Nelson 和 Foster 利用 GARCH 作为滤子来估计潜

在扩散模型的条件方差，这一结果为选择 GARCH 模型的函数形式提供了新的视角。在给定的扩

散过程中，一些 GARCH 模型将是最优（最有效）滤子，而其它有着类似特征的模型却可能不是
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最优。Nelson 和 Foster（1994）研究表明，有关潜在扩散过程形式的先验知识在选择 GARCH 模

型的函数形式时是有用的。 
正如 Anderson（1992 和 1994）所证明的那样，GARCH 过程属于确定性、条件异方差类的

波动过程。GARCH 似然函数易于求值，GARCH 设定具有适应波动率随时间变化的能力，尤其

是它产生在许多时间序列中已经发现的平方值相关的灵活、简约的表达式（与用 ARMA 方法得

到的条件均值的简约表达式相比），这些特征都使 GARCH 模型得到了广泛应用。随机波动率模

型的历史是短暂的，但它是除了 GARCH 模型之外另一可供选择的参数简约方法。GARCH 模型

的吸引人的特点之一是在拟合许多时间序列的波动率的时间变差时，只需要很少的参数，基于似

然推断的随机波动率模型却需要数值积分或要使用 Kalman 滤子。正如第 3 节所提及的，这些问

题许多现在已经解决。GARCH 模型与随机波动率模型的统计特征是不同的。在金融时间序列的

基础上比较这些模型[参见 Danielson(1994)，Hsieh(1991)以及 Jacquier 等(1995)和 Ruiz(1993)]，可

以得出结论，这些模型对各种矩函数提出了不同权重。对这些模型的选择通常是一个实证问题。 
在其他情形中，GARCH 模型更优，因它给出了潜在扩散模型方差的最优滤子。当必需设

定潜在因子条件时，具有不可观测因子的因子—GARCH 模型将导致随机波动率成分。人们认为

这两类波动率模型的分界不再是那么明显。 
GARCH 过程时频归并的结果表明弱式 GARCH 是更为普遍的情形。由于加总的原因，依

赖于强式 GARCH 的模型充其量是数据生成过程的最好近似。从实用的观点来看，用数据信息选

择模型可能是最合适的。 
将来研究的主题是增进我们对不同序列和不同市场波动率的理解，并在对它们之间的关系

建模方面获得进一步的发展。多变量 GARCH、因子—GARCH 和随机波动率模型将会得到应用

和推广。波动持续性的性质及其它从一个序列到另一序列的传递，波动持续性到条件期望收益的

传递等问题，在将来会得到更大的关注。最后，检验和估计波动率模型及预测波动率的统计方法

将很快提到研究日程上来。特别地，在对经济时间序列条件分布的时间变差建模方面，非参数和

半参数方法展现了新的视野。 
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