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第 16 章 主成分分析和因子分析 

C.Radhakrishna Rao 

1.引言 

主成分分析和因子分析（principal component and factor analysis,PCA 和 FA）是用于研究

个体测量指标的协方差（或相关）结构的探索性多元技术。分析的目标可以不同:找出若干

可以解释可观测指标之间的变差或者联系的潜变量而简化高维数据，对相似指标进行分组及

检测多重共线性，将高维数据在低维空间中图示以直观考察数据的散布情况及检测异常值。

PCA 是由 Pearson（1901）和 Hotelling（1933）发展起来的；Rao（1964）给出了基本原理

及一些扩展和运用。FA 首先由 Spearman（1904）提出，接着 Lawley（1940）在多元正态性

的假定下发展。Rao（1955）给出了没有任何分布假设的 FA 的原理，命名为典型因子分析

（CFA）。现在已经有许多优秀的、大部的专著致力于社会科学和自然科学研究中 PCA 和 FA
的计算及使用问题。参考文献包括 Bartholomew（1987），Basilevsky（1994），Cattel（1978），
Jackson（1991），和 Jolliffe（1986），这里仅提到少数作者。 

当测量指标是定性指标时，和 PCA 有关的一种方法称为对应分析（correspondence 
analysis,CA），是 Benzecri（1973）基于 Fisher（1936）提出的定性尺度范畴（scaling qualitative 
categories）方法而发展起来的。Greenacre（1984）的专著阐述了 CA 的理论及其在列联表分

析中的应用。Rao（1995）的论文包含了 CA 的一种替代方法，和 CA 的用途一致，但看起

来优于早期方法。 
本文将提供某些最新理论成果和实际应用以全面考察 PCA 和 FA。 

 
2.主成分 

2.1.一般问题 

主成分问题可以用如下非常一般的步骤进行阐述。令 x 是一个 p 维向量， y 是一个 q 维

向量，其中 x 和 y 的一些分量可能是相同的。我们要用 Ayz = 代替 y ，其中 A是一个 qr ×

矩阵且 qr < ，使得用 z 代替 y 预测 x 的损失尽可能小。如果 

   ⎟⎟
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1211                                                    （2.1） 

是 x 和 y 的协方差矩阵，那么用 Ayz = 预测 x 的误差的协方差矩阵就是 

   ( ) 21
1

221211 Σ′Σ′Σ−Σ= − AAAAW                                  （2.2） 

我们选择 A，使得 W 对一个适当选择的标准而言是小的。如果选择 WW tr= ，那么最

优选择是 

   ( ) 21
1

2212trmaxarg Σ′Σ′Σ= −
∗ AAAAA

A
 

最大值在 
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   ( )rCCA ::1 L=′∗                                               （2.3） 

时达到，其中 rCC ,,1 L 是 1221ΣΣ 关于 22Σ 的前 r 个特征值
22

2
2
1 rλλλ ≥≥≥ L 所对应的 r 个

特征向量，也就是说，特征向量和特征值是从下面的行列式方程中产生的 

   022
2

1221 =ΣΣΣ λ－                                             （2.4） 

用 yAz ∗∗ = 预测 x 的相对信息损失是 
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λλ L                            （2.5） 

我们可以选择一些特殊的 x 和 y ，并导出具有（2.3）形式的最优变换 A。 

2.2. x=y 的情形 

考虑特定情形 yx = ，得到一般主成分 xCxC r
''

1 ,,L ，其中 rCC ,,1 L 是行列式方程

011 =−Σ Iλ 的前 r 个特征值
22

1 rλλ ≥≥L 所对应的前 r 个特征向量。在这种情况下，信息

损失（2.5）等于 
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通常用百分数表示， r 的选择取决于（2.6）的大小。 

实际上，需要从 p 维随机向量 x 的 n 个独立观测值样本中估计
2
iλ 和 iC ，这个样本用

np× 矩阵表示 

   ( )nxxX ::1 L=                                                （2.7） 

11Σ 的估计量是 

   ( ) Xee
n

IXnS ′⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′−−= − 11 1   

其中 e是 n 维 1 向量。 iλ 的估计 il 和 iC 的估计量 ic 可以从谱分解中得出 

   ppp ccccS ′++′= 2
11

2
1 lLl                                        （2.8） 

于是第 i 个个体观测值的主成分就是 

   ( )′′′= ipii xcxcq ,,1 L                                             （2.9） 

其结果是，我们表示 

   =iis S 的第 i 个对角线元素， 
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   ( ) ,,,1,,,1 pjccc jpjj LL =′=                                 （2.10.1） 

   ,,,1,ˆ picc jijji Ll ==                                        （2.10.2） 

   ( ) ,,,1,,,1 niqqq ipii LL =′=                                   （2.11.1） 

   .,,1,ˆ 1 niqq ijjij Ll == −                                        （2.11.2） 

应该注意，向量 ic 和 iq （除坐标平移之外）可以从奇异值分解（singular value 

decomposition, SVD） 

   ppp dcdcee
n

IX ′++′=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′− lLl 111

1
                            （2.12） 

一步得出。其中具有关系式 ( ) ( )npp qqdldl :::: 111 LL =′ 。 

2.3.主成分解释 

为了用原始测量指标的影响解释主成分，需要表 1 中列出的计算。 
 

表 1 

原始变量 

与主成分的相关系数 

1z        K       pz  
ix 对 rzz ,,1 L  

的复相关系数 

1x  

M  

px  ppppppp

p

scsc

scsc

/ˆ/ˆ

/ˆ/ˆ

1

1111111

L

MMM

L
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1

1

2
1

2
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1
11

ˆ

ˆ
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jpp
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=Σ

=Σ

=

−

=

−

M  

 
表 1 中相关系数的大小表明每一个变量由每一个主成分代表的效果，以及全部变量用前

r 个主成分代表的效果（通过
2
iR 的值判断）。对 L,2,1=r 计算

2
iR 的值使得我们能够对 r 作

出决定，即决定选取主成分的个数。如果对某个 r ,除一个 i 值以外
2
iR 的值都很高，比如说

是 j ，那么可以决定将 jx 加入 rzz ,...,1 中，或者增加其他能很好代表 jx 的主成分。 

2.4.数据的图形显示 
 

依照原始测量指标表示所有个体，需要一个 p 维空间。但是为了直观地考察，我们需

要这些个体在二维或者三维空间里的标示图，它应该尽可能反映个体在 p 维空间里的构形

(configuration)（个体之间的距离）。为此，使用（2.11.1）中的主成分或者（2.11.2）中标准

化形式的主成分（SPC）。表 2 列出了完整的各种维数的新坐标，可以选择前面少量维数。 
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表 2 

个体 一维 二维 K  p 维 

 PC     SPC PC     SPC K  PC     SPC 

1 11q  11q̂  12q  12q̂  K  
pq 1

 
pq 1ˆ  

2 21q  21q̂  22q  22q̂  K  
pq 2

 
pq 2ˆ  

M  M  M  M  M   M  M  
n  1nq  1ˆ nq  2nq  2ˆ nq  K  

npq  
npq̂  

方差 2
1l  1 2

2l  1 K  2
pl  1 

如果对所有个体,第 i 个个体只取它的前 r （ p< ）个坐标 iri qq ,,1 L ，把它们投射到 r

（ p< ）维空间中，那么第 i 个和第 j 个个体之间的欧氏（Euclidean）距离将是全 p 维空间

中欧氏距离 

   ( ) ( )
2/1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−= jijiij xxxxd  

的近似值。 

另一方面，如果用坐标 iri qq ˆ,,ˆ 1 L 将所有个体表示在前 r （ p< ）维空间中，那么在这

样的空间中个体 i 和 j 之间的欧式距离将是 p 维空间中马氏（Mahalanobis）距离 

   ( ) ( )
2/1

1

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −′−= −

jijiij xxSxxd  

的近似值。 
实际上，需要选择要在降维空间中保存的适当距离。通常，二维或者三维图就足够反映

原始构形。如果需要大于三维的空间，就要使用其他可以使高维图形象化的显示方法了。例

如，参见 Wegman，Carr 和 Luo（1993）的论文。 
我们也可以将变量表示在低维空间中，以直观考察变量之间的联系。表 3 列出了用于这

一研究目标的全部坐标。 
表 3 

变量 坐标 

1 11ĉ  21ĉ  K  
1ˆ pc  

2 12ĉ  22ĉ  K  
2ˆ pc  

M  M  M   M  

p  pc 1ˆ  
pc 2ˆ  K  

ppĉ  

我们把 r 维空间中代表第 i 个个体的点和原始变量联系起来的向量记为 iv 。那么 iivv′ 就

是 iis 的一个良好近似值，第 i 个变量的方差和向量 iv 、 jv 夹角的余弦将是第 i 与第 j 个变量

之间相关系数的一个良好近似值。 

2.5.残差分析和异常值检测 

如果保留前 r 个主成分，可以计算用 ix̂ 近似 ix（第 i 个个体的 p 维测量指标向量）的误差，
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即 

   ( )xccccxx pprri ′++′=− ++ L11ˆ  

而度量的总误差是 

   ( ) ( ) 22
1

2 ˆˆ ipiriiiii qqxxxxd ++=−′−= + L  

如果某个
2
id 相对其他而言较大，就表明 ix 可能是一个异常值。  

要点 1. 主成分并非对原始变量的线性变换具有不变性。例如，如果将原始变量以不同

的数按比例调整或者进行旋转（rotated）线性变换，那么得出的主成分将是不同的。这意味

着必须进行初始决策（initial decision），将原始测量指标变换为一组新的测量指标，然后再

求取主成分。通常的建议是将测量指标除以标准差，这相当于主成分是从相关矩阵求得的而

不是从协方差矩阵求得。 
 
要点 2. 当原始测量指标服从多元正态分布时，有许多方法可用于协方差矩阵的特征值

与特征向量的检验[参见 Basilevsky（1994）的第四章]。实践中，如果要应用这些检验，就

必须进行原始测量指标的正态性检验。必要的话，可以采用 Box-Cox 变换族对测量指标进

行变换以引致正态性。有几个计算机程序具有这种选项。在这种情况下，计算的是变换后变

量的主成分。 
 
要点 3. 在某些问题中，如分析增长曲线，主成分是从没有进行均值校正的矩阵

XXS ′= 求出。这种方法可参考 Rao（1958，1987）。 
 
要点 4. Jolicoeur 和 Mosimann（1960）提出，具有最大方差的第一主成分（如果所有系

数都为正）可以解释为规模因子(size factors)，而系数有正有负的其他主成分可以解释为形

状因子(shape factors)。这种解释的一个理由可能是这样的：考虑 x 中的第 i 个变量 ix 和 x 的

第 j 个主成分 xc j′ 。 ix 对 xc j′ 回归的系数是 jic ，即第 j 个特征向量 jc 中的第 i 个元素。现

在 xc j′ 增加 1 单位将使得 ix 平均增加 jic 。如果 jc 中所有元素都为正， xc j′ 增加 1 单位将增

加每一个测量指标的值，在这种情况下 xc j′ 被描述为规模因子。如果一些系数为正而其他系

数为负，那么 xc j′ 的增加将使得一些测量指标的值增加而其他测量指标的值减小，在这种情

况下 xc j′ 被描述为形状因子。 

有趣的是注意到，如果所有原始测量指标都是非负的，那么从未校正平方和与积的矩阵

求得的第一主成分的所有系数也将是非负的。 
 
要点 5. 2.1 节中阐述的一般问题的另一个特例是， x 和 y 是完全不同的变量集。当有

很多所谓的工具变量（用 y 表示），并且希望用 y 的某一线性函数来预测集合 x 中的每一个

因变量时，就会出现这种情况。由于 y 中的多重共线性，这种过程可能更经济而且有时也更

有效。 
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2.6.与伴随变量(concomitant variable) z 无关的 x 的主成分 
 
在某些问题中，人们感兴趣的是求 p 维向量 x 的主成分，它与伴随变量的q 维向量 z 无

关。令 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ΣΣ
ΣΣ

2221

1211                                                   （2.13） 

表示 ( )′′′ zx , 的分块协方差矩阵。要求 k 个主成分 xLxL k′′ ,,1 L 使得 0,1 =′=′ jiii LLLL 且

( ) kjiLzxL ii ,,1,,0,cov 12 L==Σ′=′ ，而  

   kk LLLL Σ′++Σ′ L11                                            （2.14） 

达到最大值。Rao（1964）证明了， kLL ,,1 L 的最优选择是下列矩阵 

   ( )( ) 1121
1

122112 ΣΣΣΣΣ− −I                                       （2.15） 

的前 k 个正交特征向量.作为一个应用，我们考虑 Stone（1947）研究的一个表示批量经济交

易的 p 维时间序列向量。 
 

时期 经济交易 
1 2 K  T  

1 11x  12x  K  
Tx1  

M  M  M   M  
p  1px  

2px  K  
pTx  

 
 

 
 

 
 

 
 

1 2 K  T  

时间伴随

函数 
一次 
二次 1 22 K  2T  

 

我们计算由主变量和伴随变量产生的 ( )2+p 阶的协方差矩阵，把T 视为样本容量， 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2221

1211

SS
SS

                                                  （2.16） 

其中 11S 是 pp× 矩阵， 12S 是 2×p 矩阵而 22S 是 22× 矩阵。 

正交特征向量的必要数（necessary number） 

   ( )( ) 1121
1

122112 SSSSSI −−                                        （2.17） 

使得 x 的主成分不受随时间变化的交易的线性趋势和二次趋势影响。通过适当选择伴随变量

作为时间的幂就可能消除低阶或高阶趋势。 
Stone（1947）研究了上面的问题，将具有内在经济意义的 x 的线性函数和那些表示时
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间趋势及测量随机误差的函数隔离开。为此，他单独计算了变量 x 的协方差矩阵，并用 11S

（未涉及任何时间因素的分块矩阵）的特征向量求主成分。于是形成了识别主导主成分问题，

它能解释大部分方差。这被解释成线性趋势，而其他主成分用经济术语进行解释。通常认为，

用（2.17）中的矩阵求解主成分的方法更灵活，是消除任何阶趋势的更好方法，并且提供具

有内在经济意义的线性函数。 

3.基于主成分的模型 

3.1.与因子分析模型相似的模型 

假设个体 i 的 p 维测量指标向量 ix 可以表示成 

   niAfx iii ,,1, L=++= εα                                      （3.1） 

其中α是 p 维向量，A是为所有个体共有的 rp× 矩阵， if 是特定个体 i 的 r 维向量， iε 是

随机向量，满足 ( ) 0E =iε 且 ( ) niIV i ,,1,2 L== σε 。模型（3.1）与 FA 模型相似，除了在

FA 模型中 iε 的协方差矩阵是元素可能不同的对角矩阵以外（参见本文的第 4 节）。我们考

虑的问题是从模型（3.1）中估计一组 ni ffA ,,, L 和
2σ 。注意结果不是唯一的，除非施加

某种约束，如 A的列是标准正交向量。可以将联合的模型（3.1）写成 
   EAFeX ++′= α                                              （3.2） 

其中 ( )nxxX ::1 L= 是 np× 矩阵，e是n 维 1 向量，而 F 是 nr × 矩阵。可以选择一个适

当的标准，最小化 

   AFeX −′−α                                                 （3.3） 

以估计α， A和 F 。选择 Frobenius 标准将得到扩展的最小二乘法，其中表达式 

   ( ) ( )∑
=

−−′−−
n

i
iiii AfxAfx

1

αα                                   （3.4） 

关于α， A和 ni ff ,,L 求最小化。一个可能解（参见 Rao（1995））是 

( ) ( )xxAfccAx iir −′=== ˆˆ,::ˆ,ˆ 1 Lα                         （3.5）      

其中 rcc ,,1 L 是 XeeIXS n ′′−= )( 1 的前 r 个特征向量。因而 if̂ 是个体 i 的 r 个主成分向

量。因此，可以得到和 2.2－2.5 节讨论的相同的解。
2σ 的估计量是 

   ( )( ) ( )22
1

2

1
1ˆ prrprn

n
lLl ++

−−−
−

= +σ                            （3.6） 
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其中
22

1 ,, pr lLl + 是 S 的最后 ( )rp − 个特征值。 

在某些问题中，可能适合于把模型（3.1）中的 if 看成一个随机变量，协方差矩阵是单

位矩阵 I 。在这种情况下， 

   ( ) IAAS 2E σ+′= ，                                            （3.7） 

A的估计量是 

   ( )rr ccA lLl ::ˆ
11= ,                                           （3.8） 

而
2σ 的估计量是 

   ( )( ) ( )22
1

2

1
1ˆ prrprn

n
lLl ++

−−−
−

= +σ                            （3.9） 

除了尺度因子外，这和（3.6）式相同。如果要估计（预测） if ，可以使用 if 对 ix 的回归，

形式如下 

   ( ) ( )xxIAAAf ii −+′′=
−12ˆˆˆˆˆ σ                                    （3.10） 

这不同于（3.5）的表达式。当要从几个具有相同设计矩阵(design matrix)的线性模型中同时

估计参数时，就产生了类似情况。这种问题的讨论可以参见 Rao（1975）。 

3.2.基于主成分模型的回归问题 

对于 ( )1+p 个维随机变量的向量 ( )xy, ，我们有 n 个独立观测值，其中 x 是一个 p 维向

量而 y 是一个纯量， 

   ( ) ( )nn xyxy ,,,, 11 K                                             （3.11） 

而第 ( )1+n 个样本点只有 1+nx 的值，问题是用下列主成分模型预测未观测到的值 1+ny ，  

   iii Afx εα ++= 1                                              （3.12） 

   iii fby ηα +′+= 2                                             （3.13） 

   1,,1 += ni L  

其中 ( ) 0,cov =ii ηε ， ( ) Ii
2cov σε = ， ( ) 2

0ση =iV ，而其余假设和模型（3.1）相同。上述

问题在一系列论文（参见 Rao（1975，1976，1978，1987））以及 Rao 和 Boudreau（1985）
中进行了研究。最近，模型（3.12－3.13）用于发展偏最小二乘法 （partial LS）（参见 Helland
（1988）及其参考书目）。 

这个问题有几个可能的处理方式。 
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1）假设 11
ˆ,,ˆ
+nff L 是仅用观测方程（3.12）得出的 11 ,, +nff L 的估计值。然后用（3.13）

的前 n 个观测方程并假设 11
ˆ,,ˆ
+nff L 已知，用普通最小二乘法求 2α 和b 的估计值 2α̂ 和 b̂ 。

最后用公式预测 1+ny ： 

   121
ˆˆˆˆ ++ ′+= nn fby α                                              （3.14） 

2）令 1α̂ ， 2α̂ ， Â和 b̂ 是用（3.12）和（3.13）的前 n 个观测方程得出的 1α ， 2α ， A

和b 的估计值，然后假设 1α̂ 和 Â已知，通过最小二乘法由方程 

   1111
ˆˆ +++ ++= nnn fAx εα                                         （3.15） 

估计 1+nf 。如果 1
ˆ
+nf  是 1+nf 的估计值，那么 1+ny 就可以用 

   121
ˆˆˆˆ ++ ′+= nn fby α                                              （3.16） 

预测。 

3）用一个值（比如是 y ）代替 1+ny ，使得方程（3.12－3.13）变完整。然后得出分块

矩阵的奇异值分解 

   ( )( ) 111111
1

1

11 1
::
::

+++
−+ ′++′=′+−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ppp

n

nn qcqceenI
yyy

xxx
lLl

L

L
 

其中 il 取决于 y ，并计算 

   ( ) ( ) ( )yyyS prr
2

1
2

1 ++ ++= lLl                                   （3.17） 

最后用使（3.17）最小化的 y 值作为 1+ny 的预测值。这个解可以通过图解或者用 Rao 和

Boudreau（1985）阐述的迭代算法得出。 

4）另一种方法是将 if 看成是一个均值为零、协方差矩阵为Γ的随机变量，于是 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+Γ′′Γ′
Γ+′Γ

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 2

0

2

cov
σ

σ
bbAb

bAIAA
y
x

i

i                         （3.18） 

用（3.12）和（3.13）的前 n 个观测方程，得出 A ，Γ，b ，
2σ 和

2
0σ 的估计值。Bentler

（1983），Sörbom（1974）和 Rao（1983，1985）描述的方法可用于这一用途。那么 1+ny 可

以用 

   ( ) ( )xxIAAAbyy nn −+′Γ′Γ′+= +

−

+ 1
12

01ˆ σ                         （3.19） 
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进行预测，其中 iyny Σ= −1
， ( ) ixnx Σ+= −11 而b ，Γ， A和

2
0σ 用它们的估计值代替。

4.因子分析 

4.1.一般讨论 

 
在 FA 中， p 维的变量向量 x 被赋予一个随机结构 

   εα ++= Afx                                                 （4.1） 

其中α是 p 维向量，A是 rp× 参数矩阵， f 是 r 维潜变量向量，称为共同因子，而ε 是 p

维的变量向量，称为特殊因子(specific factors)，满足下列假定： 

   ( ) ( ) Δ== εε cov,0E （是对角矩阵） 

   ( ) ( ) ( ) Ifff === cov,0,cov,0E ε                               （4.2） 

从（4.2）可以得出 

   ( ) Δ+′==Σ AAxcov                                           （4.3） 

要注意的是，当 I2σ=Δ ，（4.3）将变成（3.1）中讨论的主成分模型。以 x 的 n 个独立观

测值 nxx ,,1 L 为基础，FA 中讨论的问题一般有: 

1）表达式（4.3）拥有的最小 r 值是多少？ 
2）如何估计称为因子载荷矩阵的 A？ 
3）如何解释因子？ 

4）对于给定的个体,如何估计已知可观测 x 下的 f ？ 

应该注意，即使给定 r ，也并不保证方程（4.3）存在唯一的 A，方程（4.1）中的 f 也

是如此。然而，目的是得出任一特解并考虑 A和 f 变换的解释。有关 A与 f 不可识别性以

及因子旋转的讨论参见 Basilevsky（1994，pp.3５5-360，402-404），Jackson（1991，pp.393-396），
Jolliffe（1986，pp.117-118）。 

记 ( )nxxX ,....,1= ，并计算 

   Xenx 1−=  

   ( ) ( )XeenIXnS ′′−−= −− 111  

作为α和Σ的估计值。然后从 S 为出发点估计 A和Δ。最经常使用的是变量向量 x 多元正

态性假设下的最大似然法（ML）。有许多计算机软件包可以估计因子个数 r 、因子载荷矩阵
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A、特殊因子方差阵Δ（例如 SPSS，SAS，OSIRIS，BMD，COFAMM 等，它们也提供了

ML 估计以外的其他估计方法，同样可以计算用于解释的因子载荷旋转）。把 A和Δ的 ML

估计值记为 Â和 Δ̂。 

检验有 r 个共同因子假设的似然比检验准则是 

   ( )
Δ+′

−−
ˆˆˆ

log1
AA

S
n                                            （4.5） 

在大样本中，它渐近服从自由度为 ( )[ ] 2/2 rprp −−− 的
2χ 分布。这种检验在多元正态性

假设下是有效的。将（4.5）中的乘数 ( )1−n 用 

   
3
2

6
521 rpn −

+
−−                                             （4.6） 

代替，可以得到
2χ 近似值的一个小改进。 

另一种估计 A和Δ的方法称为典型因子分析（CFA），是由 Rao（1955）发展起来的，

它不需要任何分布假设。结果证明这种方法的解和 ML 估计相同。但是，（4.5）的
2χ 检验

要求多元正态性假设。 

一般建议用计算机软件包提供的方法进行基于观测数据 nxx ,,1 L 的多元正态性检验。

有关正态性检验的部分参考书目有 Basilevsky（1994，4.6.2 节）和 Gnanadesikan（1977，5.4.2
节）。也可以对变量进行变换以达到正态性。但在这种情况下，因子结构是对变换后的变量

而言的。 
要注意的是，和 PCA 不同，如果使用无尺度的提取方法如 ML 和 FCA，FA 在尺度变

量下，具有不变性，在这些情况下，可以从协方差矩阵或者相关矩阵的使用开始。如果用的

是协方差矩阵而且量纲变动非常大，尺度因子将使得结果的解释变得复杂。此时，使用相关

矩阵具有某些优点。当目标是比较组间因子结构时，使用协方差矩阵较适宜。 

4.2.估计因子得分 

在Σ的表达式中，使用 A和Δ的估计值 Â和 Δ̂，可以估计测量指标 ix 的第 i 个个体的

因子得分 if ，由 

   ( ) ( ) .,,1,ˆˆˆˆˆ 1
nixxAAAf ii L=−Δ+′′=

−
                            （4.7） 

（4.7）只不过是用估计值代替未知参数后 if 对 ix 的回归。还有其他用于估计因子得分的表

达式（参见 Jackson（1991，p.409））。 

4.3.预测问题 
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考虑一个 1+p 个变量 ( )yx, ，因子结构为 

   
ηβ
εα
+′+=
++=

fay
Afx

                                               （4.8） 

其中 β 是一个纯量，a 是 r 维向量而η满足 ( ) 0E =η ， ( ) 0,cov =ηε ， ( ) 2
1+= pV δη 。假设

有 n 个个体的观测值 ( ) ( )nn yxyx ,,,, 11 L 以及仅有第 ( )1+n 个个体的观测值 1+nx 。问题是在

给定所有其他观测值的基础上预测 1+ny 。考虑 ( )1+p 维变量向量的因子结构 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
η
ε

β
α

f
a
A

y
x

                                      （4.9） 

并使用观测值 ( ) ( )nn yxyx ,,,, 11 L 估计所有未知参数。假设 Δ̂ˆˆˆˆ ，，，， aAβα 和
2

1
ˆ

+pδ 是用

CFA 或 ML 法得出的相应参数估计值。那么 1+ny 对 1+nx 的回归估计就是 

   ( ) ( ).ˆˆˆˆˆˆˆˆ 1

1
ααβ −Δ+′′′+= +

−

nxAAAy                               （4.10） 

在这种情况中，对参数 Aa， 和Δ的估计，没有利用 1+nx 提供的信息。 

4.4.PCA 和 FA 之间的区别是什么？ 

在 PCA 中，没有对 p 维随机向量 x 设定任何结构。假设 ( ) 0E =x 且 ( ) Σ=xcov 。我们

希望用少量线性组合 xLy ′= 代替 x ，其中 L 是秩为 r 的 rp× 矩阵。从而给定 y 时， x 的

预测值（即 x 对 y 的回归）是 

   ( ) yLLLx 1ˆ −Σ′Σ=                                              （4.11） 

而残差 xx ˆ− 的协方差矩阵是 

   ( ) .1 Σ′Σ′Σ−Σ − LLLL                                            （4.12） 

选取 L 作为最小化（4.12）的一个适当标准。选择 Frobenius 标准得到的解是 

   ( )rccL ::1 L=                                                （4.13） 

其中 rcc ,,1 L 是Σ的前 r 个特征向量，如第 3 节解释的，这里的 xL′ 表示前 r 个主成分。目

标是用少量变量尽可能解释 x 的整个协方差矩阵。 

在 FA 中，给 p 维变量向量 x 的相关矩阵 R ，赋予一个型如 Δ+′AA 的表达式。由于Δ

是自由参数的对角矩阵，矩阵 A 最终由最小化 AA ′和 R 的非对角线元素之差来确定。因此，

因子载荷矩阵是为解释观测变量之间的相关关系而设计的。变量中没有被因子解释的方差，

不论大小，都被描述成特殊方差。在 PCA 中，重点更在于解释共同因子和特殊因子产生的
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全部方差。因而，PCA 和 FA*的目标是不同的，解也是不相同的。 
 
要点 1. 对 R 赋予型如 Δ+′AA 的表达式，对因子个数 r 施加了一个自动上界。因而，

在一个既定的情况下，人们被迫用远小于可能对数据有影响的因子个数解释数据。在 Rao
（1955）发展起来的 CFA 中，对共同因子的个数没有任何限制，但是这种方法要求从数据

中提取主导因子的必要个数。开始时没有要求固定的因子个数，于是被视为一个估计问题而

不是因子个数的假设检验问题。 
 
要点 2. 有趣的是，在 FA 模型的公式中，仅使用了共同因子和特殊因子的二阶性质。

然而，如果要求所有这些变量的分布是独立的，如下面 Rao（1969，1973）证明的定理所示，

问题就变得更复杂了。 

定理.令 x 是一个 p 维随机向量，具有线性结构 Ayx = ，其中 y 是q 维独立随机向量。那么

x 可以分解 

   21 xxx +=  

其中 1x 和 2x 相互独立， 1x 具有实质上的唯一结构（ 111 yAx = ， 1A 是唯一的且消除量纲， 

1y 是数目固定的独立非正态向量）， 2x 服从 p 元正态分布，具有不唯一的线性结构

（ 222 yBx = ， 2B 不要求唯一，而 2y 是独立的一元正态变量组成的向量）。 

根据这个定理，如果一些因子服从非正态分布， 1A 的唯一性自动指定因子变量个数的

下限，这一下限可能与 p 无关。FA 模型仅考虑变量二阶性质的局限性需要进一步的研究。 

4.5.套利定价理论模型（APT） 

经典的 FA 模型由 Ross（1976）扩展为 APT 统计模型，类似于 Rao（1958，第 3 节，

方程 9）的增长曲线模型。考虑一般的 FA 模型，用金融文献中的符号 

   uBfR ++= μ                                                （4.18） 

其中 R 表示 N 种资产收益的 N 维向量， ( )RE=μ ， ( ) 0E =f ， ( ) 0E =u ， ( ) 0E =′uf ，

( ) Φ=fcov 且 ( ) Δ=ucov ，Δ是一个对角矩阵。 kN × 矩阵 B 是因子载荷矩阵。[在前面

的各节中， p 用来表示 N 而 r 用来表示 k ]。根据所作的假设 

   ( ) Δ+′Φ==Σ BBRcov                                        （4.19） 

现在，对μ 建立模型 

   λμ BeR f +=                                                 （4.20） 

                                                        
* 原书为 CA，有误。——译者注。 



《统计手册：金融中的统计方法》 

 14

其中 fR 是无风险资产的无风险收益。T 个时期的样本是 

   ( ) ( )fTTf RRRR ,,,, 11 L                                          （4.21） 

在（4.21）中， fR 是已知的且随时间变化，而λ是 k 维未知参数向量，称为因子溢价。记

eRRr fTTt −= ，可以把第 t 个观测值的模型写成 

   ( ) TtufBr ttt ,,1, L=++= λ                                   （4.22） 

这正是 Rao（1958）考虑的模型。 tr 的边际模型是 

   TtvBr tt ,,1, L=+= λ                                         （4.23） 

其中 ( ) Σ=tvcov 。如果 B 和Σ已知，λ的最小二乘估计量就是 

   ( ) rBBB 111ˆ −−− Σ′Σ′=λ                                          （4.24） 

其中 ( )TrrTr ++= − L1
1

。如果 B 和Σ未知，Roll 和 Ross（1980）以及 Rao（1958）提出，

它们可以用 ML 或者适当的非参数方法进行估计，将具有无约束μ 的模型（4.18）视为本文

4.2 节讨论的模型，并代入（4.23）。如果假设模型（4.18）中的 f 和u 是多元正态分布，就

可以基于观测值 Trr ,,1 L 写出所有未知参数 Φ,,λB  和Δ的似然函数，并得出所有未知参数

的 ML 估计值。还可以对Σ的设定进行似然比检验，即检验因子个数和μ 的结构（4.20）。
Christensen（1995）全部完成了这样的程序，其中用的是纽约证券交易所的数据。 

5.结论 

PCA 和 FA 都可以视为探测性数据分析的多元技术。两种分析的目标都是通过减少变量

的个数以了解数据的结构，在某种意义上可以取代原始数据，而且通过图示和多元推断技术

更容易进行研究。谨慎是必要的，因为需要进行许多决策，如减少变量的个数，判断简化变

量集代表原始变量全体的充分性标准。 
一些实践者将 PCA 和 FA 视为用于回答相同问题的可替代方法。有人认为，这两种方

法已经发展成有用的数据分析工具，而且已经成为其他统计模型如聚类分析、判别分析、最

小二乘回归、图形数据显示等等不可估量的帮助。如本文所讨论的，PCA 和 FA 中数据简化

的目的是不同的。在 PCA 中，简化数据的目的是要依照整个协方差矩阵最大限度地近似原

始数据的离散程度，而在 FA 中，重点在于解释原始变量之间的相关或者联系。两者的目标

是不同的，因而必须就特定情况和数据分析目的来判断 PCA 和 FA 的适当性。虽然 PCA 和

FA 在探测性数据分析中的角色是清晰的，但精确使用估计的因子和主成分进行数据推断分

析或者计划进一步研究的展示(laid out)，看起来不令人满意。 
Schneeweiss 和 Mathes（1955）给出了因子得分和主成分彼此接近的条件。进行这种理

论研究以及在个别的数据集中考察主成分与因子得分之间的实际差异，都是令人非常感兴趣

的。 
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