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第 13 章 稳定分布的金融应用 
J.Huston McCulloch 

                              
Life is a gamble , at terrible odds； 

                                 If it were a bet , you wouldn't take it. 
                                 Tom Stoppard , RosenKrantz and Guildenstern are Dead 
 
1.引言 

金融资产的收益是大量信息和个体决策连续不断地累积的结果。根据中心极限定理，如

果大量独立同分布随机变量之和经过适当变换后具有极限分布，那么该极限分布就应当是一

种稳定分布（Lévy 1937，Zolotarev 1986：6）。因此很自然地可以认为，如果资产收益具有

可加性，那么资产收益就大致服从稳定分布，如果资产收益具有可乘性，那么资产收益就大

致服从对数稳定分布。 
正态分布是最常见和最易于处理的稳定分布，因此人们通常假定资产收益服从正态分布

或者对数正态分布。然而，资产收益常常比正态分布具有更高的峰态。这自然使得人们也考

虑采用非正态的稳定分布来拟合金融资产的收益，最早采用非正态稳定分布描述金融资产收

益的是 Benoit Mandelbrot（1960，1961，1963a,b）。 
如果资产收益确实服从无限方差稳定分布，现实生活相对于正态世界而言就会更具风险

性。类似 1987 年股市崩盘的突然价格变化有可能再次出现，而期望通过“程序化交易”免

除风险最多只是一种主观愿望。这些价格的不连续性使得著名的 Black-Scholes（1973）期权

定价模型中的套利理论变得不适用了，因此有必要寻求其他的方法来对期权进行定价。 
然而，我们应该看到资本资产定价模型在无限方差稳定分布中的效果和它在正态分布中

的效果一样的好。此外，使用效用最大化理论，Black-Scholes 公式可以扩展到非正态稳定分

布。已提出的两个重要的反对稳定假设的实证研究，也被证明是没有说服力的。 
本文第 2 节考察了一元稳定分布、连续时间稳定过程和多元稳定分布的基本性质。第 3

节基于稳定分布重新考察了证券组合理论，并且将 CAPM 扩展到最一般的多元稳定分布情

形。第 4 节应用不确定性对数稳定分布推导出了一个欧式期权定价公式，同时说明了该定价

公式可以用于商品、股票、债券、外汇汇率等各种期权的定价。第 5 节讨论了稳定分布的参

数估计问题，并考察了其在各种资产收益，包括外汇汇率、股票、商品和不动产中的实际运

用。本文还讨论了已提出的反对稳定假设的实证研究，以及其它的一些尖峰态分布。 
 
2.稳定分布的基本性质 

2.1.一元稳定分布 

稳定分布 ( )δβα ,c,,;xS 由四个参数所确定。位置参数 ( )∞∞−∈ ,δ 确定分布向左或向

右的偏倚量，而尺度参数 ( )∞∈ ,c 0 确定分布在δ 周围集中或分散的程度，所以 

    ( ) ( )( )01,,,;c/xS,c,,;xS βαδδβα −=                          （1） 

我们把具有形状参数α 和 β 的标准稳定分布函数记为 ( ) ( )01,,,;xSxS βααβ = ，并且用
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( )δβα ,c,,;xs 和 ( )xsαβ 表示相应的密度函数。如果 X 的分布是 ( )δβα ,,,; cxS ，记

( )δβα ,c,,S~X 。 

特征指数（characteristic exponent） ]( 20,∈α 确定了尾部的形状以及分布的峰度。当

2=α 时，代表的是方差为
22c 的正态分布。当 2<α 时，方差无穷大。当 1>α 时， δ=XE ，

但如果 1≤α ，均值则是不确定的。当 1=α ， 0=β 时，就是柯西（arctangent）分布。 

Bergstrøm（1952）的展开式表明，当 ∞↑x 时， 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) .x~xS

,x~xS

,

,
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π
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π
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−
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2
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－

－
                          （2） 

当 2<α 时，稳定分布会有一个或者多个“帕累托”尾，形状渐进于 α−x ，同时稳定分

布所有阶数大于或等于α的绝对总体矩都是无限的。在这种情况下，偏斜参数 [ ]11,−∈β 表

示两尾概率之差和两尾概率之和的极限比。这里沿用 Zolotarev（1957）对 β 的定义，即对

任意的α， 0>β 表示分布具有正偏度。如果 0=β ，分布是对称稳定的（SS）。当 2↑α 时，

β 将不起作用并且变得不可识别。 

用对数特征函数定义稳定分布，形式最为简洁： 

   ( ),cttie ,
iXt

βαΨδ +=logE              （3） 

其中 

( )
( )[ ]
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⎡ +−
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,,/tant
t, ＝                 （4） 

是 ( )xSαβ 的对数特征函数1。稳定分布和密度既可以采用 Zolotarev（1986：74，68）的常义

积分表达式进行计算，也可以用特征函数的傅立叶逆变换加以估计。DuMouchel（1971）把

稳定分布制成表，而 Holt 和 Crow（1973）则把密度制成图表2。也可以参阅 Fama 和 Roll
（1968）或者 Panton（1992）的类似成果。McCulloch（1994b）研究得出了当α∈［0.84，

                                                        
1 (3)来自 DuMouchel(1973a)，隐含(1)和(5)。Samorodnitsky 和 Taqqu（1994）在 Zolotarev（1957）之

后，运用(4)，给出一般对数特征函数，即 ( )tti αβ
αψμ c＋ 。当α≠1且μ＝δ时，这等价于(3)。然而当α

＝1 时，μ变成δ-(2/π)βclogc。McCulloch（1986）错误地认为这个“μ”公式是(3)的性质。详细请参见

McCulloch（编印中 b）。 
2 Holt 和 Crow，在 Kolmogorov 和 Gnedenko 1949 年的工作成果之后，改变(4)当α≠1时β的符号，

从而得出虽遗憾但易于校正的结论，即除非α＝1，否则他们的“β”>0 意味着负偏度，反之亦然。比较

Hall（1981）。 
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2.00］时，迅速准确估计对称稳定分布和密度的方法。 

当 2>α 或者 1>β 的时候， ( )xSαβ 的公式是可以计算的，但是此时得到的函数不是

正常的概率分布函数，因为一个或者两个尾部将落在 [ ]10, 之外，这可以从（2）中看出。因

此，稳定分布包含 ]( 20,∈α 和 [ ]11,−∈β 两个约束条件。 

假设 ( )δβα ,c,,S~X ， a 是任一实常数，那么由（3）可得 

( )( )δβα a,caaS~aX ,sign,                                  （5） 

假设 ( )1111 δβα ,c,,S~X 和 ( )2222 δβα ,c,,S~X 是两个互相独立但有一共同参数α 的稳

定分布。那么， ( )333213 δβα ,c,,S~XXX += ，其中 

,ccc ααα
213 +=                      （6） 

,c/cc ααα βββ 322113 ）＋＝（                                    （7） 
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当 21 ββ = 时， 3β 就等于 1β 和 2β ，因此 3x 有和 1x 与 2x 相同形状的分布。这就是稳定分布

的“稳定性”，这直接导出它在 CLT 中的作用，也使得稳定分布在金融证券组合理论中有很

大的用途。当 21 ββ ≠ 时，则 3β 的值落在 1β 和 2β 的值之间。 

当 2<α 且 1−>β 时，帕累托上部长尾使得
XeE 变得无穷大。但是，当

( )δα ,c,,S~X 1− 时，Zolotarev（1986：112）的研究表明 
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这一公式极大地简化了在不确定对数稳定分布情况下的资产定价。3 
模拟随机变量的稳定分布可以根据一对独立均匀分布的伪随机变量直接计算，而不需使

用 Chambers，Mallows 和 Stuck（1976）4提出的逆特征密度函数法。 

                                                        
3 作者感谢 Vladimir Zolotarev，他证明了通过再参数化，他的定理 2.6.1 等价于（9）。当α＝2，（9）

就变成了熟悉的公式 logEeX=μ+σ2/2。 
4 IMSL 的子程序 GGSTA，就是基于他们的方法，产生一个模拟稳定变量，认为当α≠1，BPRIME 等

于β，c＝1且ζ＝0，其中ζ＝δ＋βctan(πα/2)；当α＝1，ζ＝δ而不是δ＝0。参见 Zolotarev（1957：

454，1987：11）和 McCulloch（1986：1121－26，编印中 b）都关注了这一变换。也可以参见 Panton（1989）
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2.2.连续时间稳定过程 

因为稳定分布是无限可分的，所以它们在连续时间建模中极具吸引力（Samuelson 
1965:15-16；McCulloch 1978）。常用的布朗运动或者维纳过程可以一般化为“α稳定 lévy
运动（α－stable lévy motion）”，最近 Samorodnitsky 和 Taqqu（1994）、Janicki 和 Weron（1994）
的两本专著即以这一运动为主题。在 Mandelbrot（1983）看来，这样的过程是一种自相似的

分形分布（Fractal distribution）。在 Peters（1994）的术语中，一个分形分布就是稳定分布。 
标准的α稳定 lévy 运动ξ(t)是一个连续时间随机过程，它的增量ξ(t＋Δt)-ξ(t)服从分

布 )0,,,( /1 αβα tS Δ （当α≠1）或者 )log)/2(,,,1( tttS ΔΔΔ βπβ （当α＝1），而且，它的

非重叠增量都是独立的。这一过程的无穷小增量是 dξ(t)= ξ(t＋dt)－ξ(t)，尺度为
α/1dt 。

这一过程本身可以用这些增量的积分重写成： 

( ) ( ) ( )∫
t

0
td0t ξξξ ＋＝  

我们可以定义更为一般的随机过程 z（t）＝c0ξ(t)＋δt，它在单位时间间隔的增量比标准稳

定运动扩大了 c0 倍，当α≠1 时，每单位时间的飘移是δ。 
和几乎必定（almost surely ）处处连续的布朗运动不同的是，α稳定 lévy 运动是几乎

必定处处存在间断。将（2）用于 )0,,,( dtcS βα （参见 McCulloch 1978 中的特征函数方程

（18）-（19）），则 dz>x 的概率为 

dtxck
c
xk
dt
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αβ
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−
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⎛
0 ，其中                               （10） 

( )
2

sin1 πα
π
αβαβ

Γ
= ）＋（k                                      （11） 

因此（10）表明 dz 的值大于某一临界值 x0>0 的概率为 

,/ 00
α

αβλ ）（ xck=                                          （12） 

而且它们的发生是有条件的，它们服从帕累托分布： 

000 1P xx,x/xxdzxdz >−=>< α）（）（                      （13） 

同样，负的间断 dz<-x0也服从条件帕累托分布，其发生的概率由（12）确定，只是式中的 αβk

用 βα −,k 代替。当α＝2， αβk ＝0，间断几乎必定不会发生。当α<2 时，绝对值大于 x0的间

断的频数将随着 x0↓0 而趋于无限大。如果β＝±1，间断几乎必定只在单帕累托尾的方向

发生。 
因为Δt↓0 时，Δξ也趋于 0，α稳定 lévy 运动是处处几乎必定连续的，尽管它并不

是几乎必定处处连续。换句话说，每一个时点 t 几乎必定是一个连续点，在任一有限区间，

几乎必定有无穷多个点不是这样。尽管它们是几乎必定稠密，间断点几乎必定只构成一个零

测集(a set of measure zero)，因此，任一随机抽取的点以概率 1 为连续点。这样的一个连续

点几乎必定是间断点的极限点，只是这些间断点的跳跃随着它们的趋向极限而趋于零。 
                                                                                                                                                               
提供的有关 CMS 论文计算的详细过程。 
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Δξ/Δt 的量度是
1)/1()( −Δ αt ，所以当α>1 时，ξ(t)是处处几乎必定不可微的，就象布

朗运动的情形一样。当α<1 时，ξ(t)也 是处处几乎必定可微的，虽然有无穷多个点（间断

点）不是这样。 
α稳定 lévy 运动的间断点意味着偶尔底价会以快于市场交易执行的速度下跌，这种情

况已经发生过，而其中最引人注目的就是 1987 年 10 月。当这种事件发生的概率为正时，想

通过“程序化交易”免除证券组合风险最多仅仅是一种主观愿望。此外，在上述情形下，

Black-Scholes 模型（1973）的套利理论将不再适用于期权定价，而且，期权也不再像标的资

产价格连续的情形那样，是一种多余的资产形式。 
 

2.3.多元稳定分布 
一般而言，多元稳定分布比多元正态分布要丰富得多。这不仅因为当α<2 时，“独立同

分布”和“球面”并不等价，而且也因为多元稳定分布不像多元正态分布那样，通常可以用

一个简单的协方差矩阵完全刻画特征。如果 x1和 x2是独立同稳定分布，且α<2，那么它们

的联合分布将不具有圆形的密度等高线。靠近分布中心的等高线近似于圆形，但离开分布中

心时，等高线在轴的方向将有暴涨部分（Mandelbrot 1963b：403）。 

假设 z 是独立同分布稳定随机变量的 1×m 向量，它的每一元素都服从 )0,1,1,(αS 分布，

又假设 )( ijaA = 是秩为 md ≤ 的 md × 的矩阵。于是 1×d 的向量 Azx = 就服从 d 维多元稳

定分布，它的元素和 A 中的每一列 ja 具有相同的方向。如果这些列中有任意两列有相同的

方向，即存在λ>0 使得 a2＝λa1，就可以根据（5）和（6）不失一般性地将它们合并成一

列 1
/1)1( aααλ+ 。每一元素将在 ja 方向的联合密度上产生一个凸点。如果这些列两两成对，

方向相反但范数相同，x 就是对称稳定的。 

（离散）谱表示法：记 ja 为 jj sc ，其中 jj ac = 和 jjj cas = 是 ja 方向单位球面

d
d RS ⊂ 上的点。于是 x 可以写成 

∑
=

=
m

j
jz

1
jjscx ，                                             （14） 

而且当α≠1 时候，对数特征函数为 

∑
=

′ =
m

j

'
jj ts

1
1

txlogEe ）（αψγ ，                                   （15） 

其中 αγ jc=j 。5 

最一般的多元稳定分布可以是由所有可能方向的基值（Contribution）产生的，（14）中

一些甚至全部的 jc 都可以是极小量。将位置特征加以抽象化，对数特征函数可以写成 

                                                        
5 因为当α＝1，β≠0时，（3）中的δ不具有可加性（参见(8)），因此本节的公式在此特殊情形下需

要修正。 
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( ) ( )∫ Γ=′

dS
dsts'logEe 1

txi
αψ ，                                （16） 

其中Γ是定义在 Borel 子集 dS 上的有限谱测度（a finite spetral measure）。 

当 d＝2 时，（16）可以简化为 

( ) ( )θψ
π

θα Γ= ∫′ dts'2

0 1
txilogEe ，                                （17） 

其中 ( )′= θθθ sin,coss 是单位圆上角度为θ的点，而Γ是非减、左连续函数，且 0)0( =Γ ，

∞<Γ )2( π 。（参见 Hardin,Samorodnitsky 和 Taqqu 1991：585；Mittnik 和 Rachev 1993b：

355－56；Wu 和 Cambanis 1991：86。） 

随机向量 ),( 21 ′= xxx 可以由极大正偏斜(positive skewed)（β＝1）α稳定 lévy 运动

)(θξ 来构造，它的独立同分布增量 )(θξd 具有零漂移，尺度为
αθ /1)(d ，构造公式如下： 

( )( ) ( )
( )∫

Γ
=

π

α

α

θ θ
θξθ2

0 /1

/1

x
d

dds ，                                 （18） 

（参见 Modarres 和 Molan 1994）。这个被积函数解释如下：如果 ( )θΓ′ 存在，θ对积分的贡

献是 ( )( ) ( )θξθ α
θ d/1s Γ′ ；反之，如果Γ在θ上跳跃ΔΓ，θ的贡献是 ( ) θ

α
θ Zs /1ΔΓ ，其中对

所有的 θθ ≠′ 而言， ( ) ( ) )0,1,1,(~Z /1 αθξθ α
θ Sdd −= 和 ( )θξ ′d 相互独立。 

如果 x 服从这样的二元稳定分布，而且 ),( 21 ′= aaa 是一个常数向量，那么 

( ) ( )( ) ( )
( )∫ +=′

π

α

α

θ
θξθΓθθ

2

0 1

1

21 /

/

d
ddsinacosaxa                 （19） 

服从一元稳定分布。根据（5）和（6）， xa′ 的尺度由下式确定 

( ) ( )∫ +=′
π αα θΓθθ

2

0 21 dsinacosaxac                       （20） 

M．Kanter（据 Hardin 等 1991 的报告）在 1972 年证明，如果 Γd 是对称的而且α>1，
则 

( ) 11,212 xxxE κ= ，                                          （21） 

其中，假定 ( ) axxsignx ＝
α

， 

( ) ( ) ( )∫ Γ= −π α
α θθθκ

2

0

1

1
1,2 cossin1 d

xc
，                      （22） 

( ) ( )∫ Γ=
π αα θθ

2

01 cos dxc                                    （23） 

（22）中的积分被称为 x2 在 x1 上的协变（covariation）。Hardin 等（1991）证明了如果 Γd 是
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不对称的， ( )12 xxE 对 x1 来说是非线性的，但仍然是一个包含 1,2κ 的简单函数。他们指出

在α<1 的对称情形下（21）也是正确的。 

如果 Γd ，从而 x 的分布是对称的，（16）和（17）中的 ( )ts'1αψ 可以由 ( ) α

αψ tsts '
0 ' −=

替代，而（18）中的 ( )θξd 也就是对称的。在这种情况下，假定Γ加倍，对 Sd 的任何一半

积分，就可以得到原积分值。 
多元稳定分布的一个重要特例是 Press（1982：158，172－3）6中强调的椭圆类。如果

（16）中的 ( )sΓd 完全等于一个常数乘以 ds ，那么各个方向对 x 的贡献都将是一样的。这

样一种分布，在经过适当缩放以使得每一分量的边际分布具有所要求的尺度后，分布将具有

球面对称联合密度 )()( rxf adφ= ，其中 )(radφ 仅由 xr = ，α 以及 x 的维数 d 所决定。

这种分布的对数特征函数应与 ( ) ( ) 2/'
0 t α

αψ tt−= 成比例。这样的球面稳定分布也称为各向

同性（isotropic）分布。 
Press 倾向于按照标准球面正态分布的方式为球面多元稳定分布选择尺度因子，以使得

各分量的方差是一致的。将（3）中的 c 用σ/21/α代替可以得到它对应的一元分布。这样，

正规化度比例σ 就等于 cα/12 ，也等于当α＝2 时的标准差。7相应地，Press 定义所谓的标

准正规化球面稳定分布的对数特征函数为 

( ) ( ) 2/'2/log 2/
0

' α
αψ tttEe tix −==                           （24） 

当（17）和（18）中的 d＝2 时，由（23），dГ的必要常数是 

( ) θωωθ
π α ddd

12

0
cos2

−

⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛=Γ ∫  

如果 z 服从 d 维的球面稳定分布，且 Hzx = ，其中 H 是 d×d 非奇异矩阵，那么 x 服

从 d 维（正规化）椭圆稳定分布，它的对数特征函数为 

( ) ( ) 2/''explog 2/α∑−= tttixE                               （25） 

而联合密度函数为 

( ) ( )( )2/112/1
' xxxf d ∑∑ −−

= αφ ，                           （26） 

其中 ( ) HHij ′∑ ＝＝σ 。x 的分量 xi 的正规化尺度为 ( ) ( )iiii xcx ασσ /12/1 2== 。这里的Σ很

象多元正态分布协方差矩阵，当α＝2 时也就是协方差矩阵。当α>1 时， ( )ji xxE 存在并且

                                                        
6 这里给出的特例是 Press 的“阶 m”＝1。他的高阶例子（m >1）就没那么有用。在 1972 年，Press

声称这些都是最普通的多元对称稳定分布，但在（1982：158）他承认这不是事实。 
7 Ledoux 和 Talagrand（1991：123）有效地在一元情况下使用了这种替代。在这里，除了多元椭圆情

形，仍然沿用传统的参数化方法。 
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等于 ( ) jjj xσσ /ij
8。如果Σ是对角矩阵，x 的各个分量之间就是不相关的，因为 ( )ji xxE ＝0，

但是它们并不独立，除非α＝2。 

分布为 )0,,0,( cS α 的对称稳定随机变量 C 可以由乘积
α/2BA 得到，这里 A 服从分布

)0,,1,2/( ∗cS α ，B 服从分布 )0,,0,2( cS ，其中 ( )( ) απα /24/cos=∗c （Samorodnitsky 和 Taqqu 

1994：20-21）。而且，如果 B 是一个球面分布的 d 维向量，其分量服从分布 )0,,0,2( cS ，那

么 C 也是一个球面分布的 d 维向量，它的分量服从边际分布 )0,,0,( caS 。令

( ) ( )rABPrCP <=< α/2
，那么就意味着密度生成函数可以从最大偏斜的一元稳定密度

函数中计算得出（参见 McCulloch 和 Panton，编印中），即 

( )
( )

( )dxcxsx
xc

r
cc

r dd
∗

−
∞

∗ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= /

4
exp

42
2/

1,2/

12/

0 22

2

2/2

α
α

α

α
π

αφ      （27） 

其中
α/12－=c 为 Press 正规化。（参见 Zolotarev（1981）） 

 
3.稳定证券组合理论 

Tobin（1958）认为如果所有考察的分布都用两个参数加以表示的话，对财富 w 概率分

布的偏好可以表示成这两个参数的间接效用函数。他进一步论证了如果效用 U（w）是财富

的凹函数而且这两参数组是仿射（affine）的，也就是像稳定分布的δ和 c 一样用位置参数

和尺度参数来表示，那么期望效用最大化形成的间接效用函数 V（δ，c）是准凹函数，而

风险资产和无风险资产的投资组合形成的机会组合就是直线。而且，如果这样的两参数仿射

组相加后是闭合的，用同一准凹的间接效用函数得到的凸资产组合就将是可公度的

（commensurate）。如果他们是对称的，甚至是非凸投资组合，通过一些资产的卖空，也可

以这样加以比较。正态分布和所有稳定分布一样当然具有这种闭合性质（Samuelson 1967）。
9 

Fama 和 Miller（1972：259－74，313－319）研究表明，将传统的资本资产定价模型

（CAPM）的结论用于特殊的一组多元对称稳定分布，其中资产 i 的相对算术收益

( ) ( )( ) ( )iPtPtR iii /1Pi −+= 由“市场模型”生成： 

iiii MbaR ε++= ，                                        （28） 

其中 ia 和 ib 是与特定资产相关的常数， )0,1,0,(~ αSM 是影响所有资产的市场因素，而

)0,,0,(~ ii cS αε 是与特定资产相关的扰动项，它独立于 M，而且各资产的之间的扰动项也

                                                        
8 Wu 和 Cambanis（1991）证明了在这种情况下 var（xi|xj）确实存在。 
9 Owen 和 Rabinovitch（1983）研究表明一般的椭圆分布也具有这一性质。然而，除椭圆稳定分布以

外，它们不能产生于独立同分布冲击（shocks）的累积，也没有使人非相信不可的合理性。 
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相互独立。 

在（28）的基础上，N 种资产的收益 ( )′= N1 RRR K， 有 N＋1 个如同（14）的多元对称

稳定分布的元素，即 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

ε
M

IbaR N ，                                      （29） 

其中 ( )′= N1 , aaa K， 。这一分布有关于每一轴线都对称的 N 个元素，且有第 N＋1 个元素

延伸至正卦限（positive orthant）。 
FM 的研究表明当 1>α 时，如同正态分布情形一样，多样化仍然会减少特定公司风险

的影响，尽管速度会更慢些。他们注意到如果将这种资产的两个不同组合以 x 和（1－x）的

比例进行混合，这一混合的资产组合的尺度将是 x 严格意义上的凸函数，而且也是平均收益

（假设两个组合有不同的平均收益）严格意义上的凸函数。对于有效组合来说，因为平均数

是尺度的递增函数，与正态分布情形一样，最大化的平均收益将会是方差的凹函数。给定间

接效用函数的 Tobin 准凹度，有效边界和间接效用无差别曲线之间的切点表示了个人投资者

的期望效用的全局最大值点。 

当在交易中引入一种无风险、实际收益为 fR 的虚构资产（artificial asset），所有代理人

都将会象在正态分布情形中那样，选择多头或者空头的无风险资产和市场投资组合进行混

合。假设 ( )′= N1 θθθ K， 代表在市场投资组合中 N 种资产的份额，则市场收益可以表示为， 

mmmm MbaRR εθ ++== '
，                                （30） 

其中 aam θ ′= ， bbm θ ′= ， εθε ′=m 。于是， ( )′iRR ，m 就服从三元素的二元对称稳定分

布，即 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

i

î
i

i

m

i

m

M

b
b

R
R

ε
ε

θ
10

1
，                                  （31） 

其中 iimî εθεε −= 。Rm的波动率由下式给出 

( ) ( )mmm cbRc εααα += ，                                     （32） 

其中 ( ) ∑= ααα θε iim cc 代表特定公司风险对市场投资组合风险的贡献。 

传统的 CAPM 预测 N 种资产的价格，以及它们的平均收益 ia 以这样的一种方式由市场

决定： 

( ) CAPMfmfi RERRER β−=− ，                              （33） 

其中 CAPM 的“β”（不要和稳定的“β” 分布相混淆）通常这样计算 

( ) ( )mmiCAPM RRR var/,cov=β                                （34） 



《统计手册：金融中的统计方法》 

 10

当α<2 时，方差和协方差都为无穷大。然而，FM 指出市场均衡条件事实上只要求 a）市场

投资组合是有效的投资组合，在给定平均收益的情况下使其方差最小，以及 b）在（E(R)，

c(R)）空间，市场有效组合的斜率等于 ( ) ( )mfm RcRER /− 。他们指出这依次表明了（33）

成立，其中 

( )
( )

i

m

m
CAPM

Rc
Rc θ

β
∂

∂
=

1
                                     （35） 

在有限方差的情况下，从（35）可以推出（34），但事实上方差和协方差已经无关紧要。 
在（28）的市场模型中，FM 证明（35）为10 

( )m

iimi
CAPM Rc

cbb
α

ααα θ
β

11 −− +
=                                     （36） 

当 ( ) mmi bRc ↓↓ ,0θ ，因此 miCAPM bb /→β 。除了建议（269 页）在（28）中增加特定行

业因素之外，FM 没有对一般多元稳定分布做进一步的研究。 
Press（1982：379-81）论证了椭圆多元稳定分布的投资组合分析甚至比 FM 的多元素模

型更简单。假设 R-ER 服从对数特征函数如（25）的标准椭圆稳定分布，Σ为 N×N 的协方

差矩阵。那么 ( )′im RR , 的 2×2 的协方差矩阵
∗Σ 为 

( )∑∑ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∗

i
iiim

imm e
e

θ
θ

σσ
σσ

'2

2

                        （37） 

其中 ie 是第 i 个元素为 1 的 N 维单位向量。很容易看出（35）隐含了 

2/ mimCAPM σσβ =                                            （38） 

Fama 和 Miller 或者 Press 都没有对一般的对称多元稳定分布进行研究，在此情形下，

( )′−−= iimm ERRERRx ， 会服从形同（17）的二元对称稳定分布。这样，可以容易看出

Fama-Miller 的（35）意味着 

imCAPM κβ = ，                                              （39） 

其中 ( ) ( )mmmmiiim ERRERRERRE −−−= /κ 与上面给出的 Kanter（22）相同。这个一般

稳定分布的 CAPM 的公式最先是 Camrowski 和 Rachev（1994，1995）提出的。 
因此， 2<α 的可能性并没有给传统的 CAPM 增加新的困难。但是，它原有的问题依

然存在。第一个问题是它假设在一个时点仅消费单一种消费品。如果存在具有可变相对价格

的几种商品，或者存在非常数的实际利率结构上的几个时间点，那么对不同消费风险类型有

不同的 CAPM 的β。 
CAPM 的第二个问题是如果算术收益服从 1>α 和 0>c 的稳定分布，任何一个股票价

格、乃至整个消费量为负的概率就会大于 0。在这种情况下 Zimeba（1974）考虑了可以使

期望效用和期望边际效用有限的效用函数的约束条件。假定自由支配和有限负债，不考虑负

                                                        
10 这直接来自于他们的（7.51），那里考虑的“有效投资组合”是市场投资组合。 
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消费产生的困局，非负分布更为理想。另一个复杂之处是，假设相对的、而不是绝对的算术

收益在不同时间上具有同方差性会更加合理些。然而，如果相对的单期算术收益服从任意独

立分布，那么经过多个时期它们将是乘法累积的，而不是保持一个稳定分布所要求的加法累

积。 

假定资产价格非负，那么服从正态或稳定分布的资产收益的对数值 ( ) ( )( )tPtP ii /1log +

可以很容易地由收益的乘法累积产生。然而，对数正态或者对数稳定分布不再是仿射两参数

分布，因而 Tobin 关于间接效用函数的准凹性的论述也不再成立。此外，对个股而言，单期

收益在加法下的稳定分布的闭合性质意味着在乘法下对数正态和对数稳定分布也是闭合的，

但是，这并不意味着资产组合中的个股收益的累加也是闭合的。因此，对数正态或者对数稳

定分布的股票的组合不一定再是同一类分布了。其结果是，不管效用函数准凹与否，这样的

组合依照两参数间接效用函数可能无法精确公度（commensurate）。 
令人信服的是，两个随机变量的联合分布的边际分布可能是对数稳定的，它们的线性组

合的等高线可能会有些变形，因为这个线性组合不再是对数稳定的了。然而，Boris Mityagin
（在 McCulloch 和 Mityagin 的论文中 1991）已经证明了如果对数稳定边际分布具有有限均

值，即，α＝2 或β＝－1，情况就不是这样了。这一结论也使得无限均值的情形会具有理

想性质变得几乎不可能。 
由于集中于连续时间维纳过程，正态分布情形避免了后面的问题，因为对数正态假设可

以将负收益排除，但瞬时对数和相对算术收益的区别仅在于 ITO 定理所确定的漂移项。然

而，当α<2 时，连续时间稳定过程中的不连续性使得甚至是瞬时对数和相对算术收益的表

现也出现了根本不同。 
因此，稳定的 CAPM，和正态的 CAPM 一样，最多仅仅是提供风险资产均衡定价的一

个近似值。毕竟，没有任何理论可以保证资产定价会像最开始寻求两参数资产定价模型时设

想的那样简单和精确。 
 

4.对数稳定期权定价11 

期权是一种衍生金融工具，它赋予持有者这样一种权利，但不是义务，即在特定时间内

以合约价格——称为协定价格或者执行价格——买入或者卖出特定数量的标的资产。有权买

入资产的期权称为看涨期权，而有权卖出资产的期权称为看跌期权。仅允许在期权到期日履

行合约的期权称为欧式期权，而允许在期权到期日之前任何一天均可履行合约的期权称为美

式期权。在实践中，大部分期权都是美式期权，但是欧式期权比较容易估价，而且在某些情

况下两者具有相等的价值。 
Black 和 Scholes（BS；1973）发表了用套利理论论证得到的股票欧式期权的精确定价

公式，他们假定在期权有效期内股票价格几乎必定处处连续，到期期限的价格变化服从对数

正态分布。Merton（1976）注意到极度实值期权、极度虚值期权和临近到期期权倾向于以高

于 BS 预测价值的价格出售。此外，如果 BS 公式是基于真实分布的话，利用具有不同执行

价格的同种期权的同期价格计算出来的隐含波动率对于执行价格是常数。实际上，隐含波动

率曲线常常在末端向上弯曲，形成所谓的波动率微笑（volatility smile）（Bates 1996）。这意

味着，市场至少认为大幅价格运动相对小幅价格运动的概率要更大些，这与 BS 公式的对数

正态假设是相一致的。 
BS 模型的推理方法不能适用于对数稳定分布的情形，因为α稳定 lévy 运动的时间过程

                                                        
11 本节大量引自 McCulloch（1985b）所作的补充。 
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中存在间断点。12此外，如果股票价格是对数稳定的，当 2<α 且 1−>β 时，那么看涨期权

的期望收益就是无穷大。这使得 Paul Samuelson（Smith 1976：19 引用）“倾向于相信

[Robert]Merton 的猜想，即 log（S*/S）的严格利维-帕累托[稳定]分布，当 1<α<2，会导致 5
分钟认股权证或者看涨期权和普通股的价值相等。”Merton 更进一步推测（1976：127n），
为了使得当前股票的价格是有限的，某一股票的无穷大的未来期望价格必须要求无风险贴现

率也是无穷大的。 
我们下面将说明，即使在α<1 的极端情形下，这些使人困惑的问题也不会出现。此外，

广义对数稳定不确定性分布条件下欧式期权的价值可以通过基本的期望效用最大化原则加

以估价，而无需用到 BS 套利理论，或者甚至是风险中性理论。 
 

4.1. 即期和远期资产价格 
假设存在 A1 和 A2 两种资产，能代表它们的家庭效用函数为 U（A1，A2），边际效用为 U1

和 U2。令 

12 U/UST =                                                  （40） 

是用 A1 表示的在未来时间 T 资产 A2的随机即期价格。如果 logU1 和 logU2 都是稳定的，具

有共同的特征指数，那么 logST也是有相同特征指数的稳定分布。从上下文中可以明显判断

“S”是代表证券的即期价格（通常在期权定价的文献中），或者是代表稳定的特征分布函

数。 
假设 F 是合约在当前时点 0 的市场远期价格，这一合约是关于在时间 T 无条件支付 F

单位的 A1，可以得到一单位的 A2。拥有ε份合约的期望效用为 EU（A1－εF，A2＋ε）。

最大化并施加均衡条件ε＝0 得到 

12 EE U/UF =                                               （41） 

（41）两个期望值都是基于当前（时点 0）信息。 
当 logUi 服从α<2 的稳定分布时，为了使 EUi 是有限的，由（9）可知，logUi 必须是极

大负偏斜，也即，β＝－1。为了对对数稳定期权进行估价，目前没有别的替代方法只能做

这样的假设。然而，这一约束并没有限制 logST服从中度偏斜稳定分布，或者甚至服从对称

稳定分布，因为 logST 可以有来自 U2 的上帕累托尾和来自 U1 的下帕累托尾，以及由（7）
确定的中度偏斜。 

假设 ),,1,(~ 111 δα cSu + 以及 ),,1,(~ 222 δα cSu + 是独立的与资产相关的特定的最大

正偏斜稳定变量，各自对 logU1 和 logU2 起负作用。不失一般性，假设 ),,1,(~ 333 δα cSu +

是共同的分量，对 logU1和 logU2 起着相同的负作用，并且和 u1 和 u2 相独立，所以 

311log uuU −−= ，                                            （42） 

322log uuU −−=                                              （43） 

                                                        
12 Rachev 和 Samorodnitsky（1993）尝试对一个对数对称稳定期权进行定价，他们使用套期保值理论

考虑标的资产的α稳定 lévy 运动跳跃点的方向，但没有考虑他们的大小。此外，他们的套期率被当成仍然

没有观测到大小的跳跃的函数。这些不足之处使得他们的公式即使不考虑计算的困难程度也远远不能令人

满意，Jones（1984）计算了复合跳跃/扩散过程的期权价值，因为跳跃，这一过程具有无限方差，但它并

不是稳定或者对数稳定分布。 
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假设 ),,,( δβα c 是下式的参数 

21logS uuT −=                                               （44） 

我们假设α,β,c 和 F 已知，而δ，c1，c2，c3，δ1，δ2 和δ3不可直接观测。由（5）
—（8），得到， 

121 ≠−= αδδδ ， ，                                          （45） 

ααα
21 ccc += ，                                                （46） 

αααβ 21 ccc −=                                                 （47） 

在这里假设α≠1，后面再讨论α＝1 的情形。 
由方程（46）和（47）可以解出 

( )( )
( )( ) .2/1

2/1
/1

2

/1
1

cc
cc

α

α

β
β

−=
+= ，

                                          （48） 

使用 Zolotarev 的公式（9）并设 2/παθ = ，得到 

( ) ，，， 21sec313 == +−−− ieEU cc
i

i θδδ αα

                                （49） 

因此（41）给出 

( ) θβδθδδ ααα secsec2121F ccc ee +−+− ==                                  （50） 

如果β＝0（因为 c1＝c2），（50）意味着 logF＝ElogST。这一特例并不要求对数效用函数，

仅要求 U1 和 U2 对 ST的不确定性起相同的作用。 
 
4.2.期权定价 

假设 C 是一个欧式看涨期权的价值，即在 0 时刻无条件地交付 C 单位 A1，可以获得在

T 时刻以执行价格（行使价格）X 购买一单位的资产 A2 的权利。r1 是到期日为 T、面值为

A1贷款的无违约风险利率。这样，在 0时刻C单位的A1就边际地等价于T时刻的 )exp( 1TrC

单位。 

如果 T 时刻的 XST > ，期权将被执行，期权持有者以 X 单位的 A1 换取一单位的 A2。

如果 XST ≤ ，期权将不被执行。在任一情况下，期权持有者都将为期权支付包含利息在内

总共 )exp( 1TrC 单位的 A1 的费用。为使得持有该期权少量头寸的预期效用的增益等于零，

可以得到 

( ) ( ) ( )∫ ∫>
=−−

XS allS

Tr

T T

UUdPUCeUUdPXUU 0, 2,112112
1         （51） 

或者，使用（41）， 

( ) ( )⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−= ∫∫ >>

−

XSXS

Tr

TT

UUdPU
EU

XUUdPU
EU

FeC 211
1

212
2

,,1     （52） 
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在上面的公式中， ( )21 ,UUP 是 1U 和 2U 的联合概率分布。（52）对存在期望的任何联合分

布都是适用的。 
附录中证明了 1≠α 的稳定模型，（52）可化为 

2
sec

1
sec 1121 IXeIFeC cTrcTr θθ αα +−+− −= ，                      （53） 

其中，令 ,1 11 αα SS c −= 有 

( )∫
∞

∞−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++= dzcc

F
XzcSzseI czc

12111 /seclog2 θβ α
αα ，        （54） 

( )∫
∞

∞−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−= dzcc

F
XzcSzseI zc

21112 /seclog1 θβ α
αα          （55） 

（53）有效地将 C 表示成函数 ( )TrcFXC ,,,,,, 1βα ，其中 C1 和 C2 由（48）确定， 2/παθ = 。

应注意的是，（53）没有直接用到δ ，但从（50）可以看出δ 包含在 F 中。不确定的共同分

量 3u 完全被排除在外。 

Rubinstein（1976）证明当 1logU 和 2logU 服从一般二元正态分布时，由（52）可以推

导出 Black-Scholes 公式。而（53）将 Black-Scholes 公式推广到 2<α 的情况。 
如果远期价格 F 无法直接观测，但已知面值 A2 的贷款的无违约风险利率为 r2，可以用

现在的即期价格 S0 来构造它的一个替代。根据套利理论 

( )TrreSF 21
0

−=                                                 （56） 

在看涨和看跌期权平价套利条件下，在未来 T 时刻有权以执行价格 X 出售一单位 A2

的欧式看跌期权的价值 P 也可以用（53）来进行估价，看涨和看跌期权之间的平价关系为 

( ) TreFXCP 1−−+=                                           （57） 

甚至当 1<α 时，（50）和（53）也是有效的。当 1=α ，（50）和（53）变成 

( ) ,log/2 cceF βπδ −=                                              （58） 

( ) ( )
2

log/2
1

log/2 111221 IXeIFeC ccTrccTr ππ −−−− −= ，                      （59） 

其中 1c 和 2c 仍如（48）所示，而 

( ) ( ) dzccccc
F
XzcSzseI czc∫

∞

∞−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −++= 11122211111 /loglog2log2

π
        （60） 

( ) ( ) dzccccc
F
XzcSzseI zc∫

∞

∞−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−−= 21122111112 /loglog2log1

π
        （61） 
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4.3.应用 
稳定期权定价公式（53）不需要进行修正就可以直接用于标的资产为商品、股票、债券

和外汇汇率的各种期权的定价，而仅仅需要适当改变对 A1 和 A2 两种资产含义的解释。 
 

4.3.a.商品 
假设 A1 和 A2 是两种消费品，都可用于未来时期 T 的消费。A1 可以是除了 A2 之外所有

商品的集合。r1 是面值为 A1 的贷款的无违约利率。U1 和 U2 是 A1和 A2 未来的随机边际效用，

同时假设 1logU 和 2logU 如同在（42）和（43）中一样，有独立分量（ 1u 和 2u ）和公共分

量（ 3u ）。用 A1 来表示的 A2 的价格 ST 由（40）决定，如（44）所示，它是对数稳定的。

当前远期价格 F 如（50）所示，T 时刻有权购买一单位 A2 看涨期权的价格 C 由上述（53）
给出。 

例如，我们可以构造这样一种情形，假定采用一个加法可分的 CRRA 效用函数 

( ) ( ) ,1,0,
1

1, 1
2

1
121 ≠>+

−
= −− ηη

η
ηη AAAAU                      （62） 

其中 2,1,3 == + ieA vv
i

i ， 1v 、 2v 和 3v 是独立的稳定变量，有共同的α，且 1+=β 。 

 
4.3.b.股票 

假设现在只有单一商品 G，在这里作为我们的分子 A1。假设 A2 是某公司的一只股票，

该公司在 T 时产生每股商品 G 的随机量 y。r1 是面值为 G 到期日为 T 的贷款的无违约风险

利率。该公司以股利支付率 r2 支付连续股利，而且它的股票在 T 时之前不具有有价值的投

票权，因此，即期交易的一股相当于 T 时 )exp( 2Tr 股。 GU 是 T 时刻一单位 G 的未来随机

边际效用，假设 

,log 31 uuU G −−=                                            （63） 

,log 21 uuy −=                                               （64） 

其中 ( )iii cSu δα ,,1,~ + 且相互独立。 

那么，每股的边际效用就可以表示成 ( )32exp uuyUG −−= ，用对 G 的无条件要求权

（unconditional claim）表示的每股价格， ( ) GGT UyUS /= ，也就如上文（44）所示。每股

的远期价格， ( ) )(/ GG UEyUEF = 如（50）所示。执行价格为 X 的 1 股欧式看涨期权的

价值由（53）给出。如果该股票的远期价格无法直接观测，通过（56）可以由 r1，r2 和股票

即期价格 S0 算出该股票的远期价格。 

（64）表明就特定公司的利好消息（ 2u− ）而言，假定它不存在上帕累托尾。这表明，

如果成功的话，公司将生产与可预测数量相当的商品，但仍然有很大的风险，因为公司也很
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有可能只生产很少量商品或者根本没有产出。就非特定公司的利好消息（ 1u ）而言，（63）

给出的 G 边际效用也被假定相应地减少了。尽管存在这种无可否认的有限制情形，股票价

格 TS 仍服从参数为α，β，c，δ的一般对数稳定分布。 

应当指出，根据期望算术收益，除 1−=β 之外，对于一个对数稳定的股票，总体股权

资本溢价是无限的。 
 

4.3.c 债券13 

现在假设只有单一种消费品 G，在未来两个时刻都是可用的， 012 >> TT 。A1 和 A2

分别是 T1 和 T2 时刻对一单位 G 的无条件债权，U1 和 U2 为这两个时刻 G 的边际效用。E1U2

是 T1 时刻 U2 的期望。在 0 时刻，U1 和 E1U2 都是随机的。假定 311log uuU −−= 和

3221 )log( uuUE −−= ，其中 ( )iii cSu δα ,,1,~ + 且相互独立。在 T2 时刻支付一单位 G 的

债券，在 T1 时刻的价格 12121 ),( UUETTB = ，由前面的（44）给出，而隐含在期限结构

中 0 时 刻 的 这 种 债 券 的 当 前 远 期 价 格 ( ) ( )12 ,0/,0 TBTBF =  1020 / UEUE=  

( ) 10210 / UEUEE= ，由前面（50）确定。14欧式看涨期权的价格由（53）给出，其中 r1 是

到期日为 T1的贷款 0 时刻的实际利率，而“T”用 T1 代替。 
 

4.3.d 外汇汇率15 
就实际汇率的波动而言，它们可以象上述 4.3.a 那样，和实际商品价格波动一样简单地

进行建模。然而，汇率运动的购买力平价（PPP）模型依照完全名义风险提供了对稳定期权

模型的另一种有益的解释。 
假设 P1 和 P2是未来 T 时刻国家 1 和国家 2 的价格水平。价格水平的不确定性本身一般

是正偏斜的。巨大的通货膨胀很容易实现，只要让印钞机高速运转即可，而且这一政策有明

显的财政动因。相对而言，通货紧缩却是财政上无法忍受的，而且实际上也是前所未闻。因

此，可以合理地假设 logP1 和 logP2 都是最大正偏斜的。 
假设 u1 和 u2分别是 logP1和 logP2 独立的特定国家分量，u3 是两种价格水平的国际分量，

反映各国中央银行的羊群趋同效应（herd instincts），u3 独立于 u1 和 u2，因此 3log uuP ii += ，

2,1=i 。假设 ST 是给定时间 T 货币 2（A2）相对货币 1（A1）的汇率。在 PPP 条件下，

                                                        
13 McCulloch（1985a）用这部分的结论，对利率风险下的存款保险进行估价。 
14当β=0 时，由这一模型可以推导出对数期望假设 logF=ElogB(T1,T2)。McCulloch（1993）用反证法证

明了 1981 年 Cox 等的债权是无价值的，因为它无可避免地违反了当α=2 时连续时间的无套利条件。远期

价格 F可以表示为 exp(r1T1-R2T2)，其中 R2是到期日为 T2的贷款 0时刻的实际利率。 
15 这一小节主要引用 McCulloch（1987），该文中的（12.18）存在一个错误，在本文中（56）得到纠

正。 
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21 PPST = ，正如前面（44）所示。 

Xlog 的下帕累托尾在 0 点给出 X 自身密度的一个众数（无限密度但不会是无限群体），

在接近 )logexp( XE 时给出第二众数（除非 C 相对于单位是大的）。这样，Krasker(1980)

尝试用对数稳定分布达到双峰态来解释“比索问题”，这一基本过程只需要三个参数（如果

是对数对称分布）。 
假设通货膨胀的不确定性不包含系统风险，为了使得根据购买力计算的期望收益等于

零，远期汇率 F 就应该等于 )/1()/1( 12 PEPE ，并由前述（50）确定。令 r1和 r2分别为国

家 1 和 2 的无违约风险的名义利率。那么，少量期权头寸的预期购买力收益等于零的一单位

货币 2 的欧式看涨期权的影子价格由（53）给出。如果需要的话，远期价格 F 可以用套利

保值的方法，根据（56），从现在有即期价格 S0 推导出来。 
 
4.3.e 仿套期率（Pseudo-hedge ratio） 

出售一单位资产的看涨期权所产生的风险，可以通过同时购入 

          
( )( )

1
sec1 2

exp
Ie

F
TrC c θα

=
∂

∂
                                      （65） 

单位的远期标的资产得到部分抵消（一阶近似）。遗憾的是，当α<2 时，不连续性将使得这

一风险无法被完全地对冲掉。同时，这种不完全对冲也表明期权不是多余的金融工具。 
 
4.4 看涨/看跌期权转化和实值/虚值期权对偶 

前面（53）中的 ( )TrcFXC ,,,,,, 1βα 可以写成 

          ( ) ,,,,,,,,,, 1
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∗− c

F
XFCeTrcFXC Tr βαβα                    （66） 

其中 ( ) ( )1,0,,,,/,,,1,/ cFXCcFXC βαβα =∗
（参见 Merton 1976:139）。同理，一单位 A2

的看跌期权的价格可以写成 

( ) ,,,,,,,,,, 1
1 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∗− c

F
XFPeTrcFXP Tr βαβα                    （67） 

其中，根据（57）， 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∗ 1,0,,,,1,,,, c

F
XPc

F
XP βαβα  

               1,,, −+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∗

F
Xc

F
XC βα                       （68） 

于是，执行价格为 X[单位 A1/单位 A2]的一单位 A2 的看涨期权，和执行价格为 1/X[单
位 A2/单位 A1]的 X 单位 A1 的看跌期权是同一合约。后者的价值，用现货 A2 度量，等于
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( )TrcFXXP ,,,,,/1,/1 2βα − ，因为以 A2 为单位表示的远期价格是 1/F，而 log1/ST的参数

是α，-β和 c。乘以当前即期价格 S0，从而得到用现货 A1 表示的数量，有看跌期权—看涨

期权转化的关系式， 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= Trc

FX
XPSTrcFXC ,,,,,1,1,,,,,, 201 βαβα              （69） 

运用（57）和（68），可以得到下面实值期权/虚值期权的对偶关系： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∗∗ c

X
FP

F
Xc

F
XC ,,,,,, βαβα  

              1,,, +−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= ∗

F
Xc

X
FC

F
X βα                    （70） 

因此，当 X/F≥1 时，对于具有任意利率、到期日、远期价格和执行价格的看涨期权和看跌

期权而言，都可以由 ( )cFXC ,,,/ βα∗
来进行估价。 

 
4.5.数值期权价值 

表 1 的例子给出了 ( )cFXC ,,,/100 βα∗
的价值16。这是价值（按远期价格计算）等于

100 单位 A1 的一定数量 A2 的欧式看涨期权的附加利息价值。例如，A1 是美元，A2 是一股

股票，表中给出的就是 100 美元的股票的看涨期权的价值，到期日应支付的美元数。 
表 1 

( )cFXC ,,,/100 βα∗  

a)α=1.5,β=0.0     
X/F     

C 0.5 1.0 1.1 2.0 
0.01 50.007 0.787 0.079 0.014 
0.03 50.038 2.240 0.458 0.074 
0.10 50.240 6.784 3.466 0.481 
0.30 51.704 17.694 14.064 3.408 
1.00 64.131 45.642 43.065 28.262 
b)c=0.1,X/F=1.0     
 β     
α -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 
2.0 5.637 5.637 5.637 5.637 5.637 
1.8 6.029 5.993 5.981 5.993 6.029 
1.6 6.670 6.523 6.469 6.523 6.670 
1.4 7.648 7.300 7.157 7.300 7.648 

                                                        
16 需要的偏斜稳定分布和密度可以从 McCulloch 和 Panton(编印中 )中的表格得到，不过表 1 是以

DuMouchel(1971)的早期表格进行三次插值为基础的。详细请参阅 McCulloch(1985b)。在 McCulloch(1984)
中期权价值以表格列出。 
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1.2 
1.0 
0.8 

9.115 
11.319 
14.685 

8.455 
10.200 
12.893 

8.137 
9.558 
11.666 

8.455 
10.200 
12.893 

9.115 
11.319 
14.685 

c)c=0.1,X/F=1.1      
β      

α -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 
2.0 2.211 2.211 2.211 2.211 2.211 
1.8 2.271 2.423 2.590 2.764 2.944 
1.6 2.499 2.772 3.123 3.510 3.902 
1.4 2.985 3.303 3.870 4.530 5.175 
1.2 
1.0 
0.8 

3.912 
5.605 
8.596 

4.116 
5.391 
7.516 

4.943 
6.497 
8.803 

5.957 
8.002 
11.019 

6.924 
9.410 
13.067 

d)c=0.1,X/F=2.0      
 β     
α -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 
2.0 0.000a 0.000a 0.000a 0.000a 0.000a 

1.8 0.000 0.055 0.110 0.165 0.220 
1.6 0.000 0.160 0.319 0.477 0.634 
1.4 0.000 0.351 0.695 1.032 1.361 
1.2 
1.0 
0.8 

0.000 
0.000 
0.000 

0.691 
1.287 
2.333 

1.354 
2.488 
4.438 

1.991 
3.619 
6.372 

2.604 
4.689 
8.164 

注：a实际值是 1.803×10-6，保留小数点 0.000。 

表 1 的 a 栏列出了当α固定在 1.5,β固定在 0.0，而 c 和 X/F 变化时的价值。看涨期权

的价值随 X/F 的增大而减少，但随着 c 的增大而增大。读者可以验证第一列和最后一列满足

（70）。 
b-d 栏列出当 c 固定在 0.1，X/F 取三个不同值，而α和β变化时的价值，其中 X/F=1.0

表示“平价期权”（根据远期价格，而不是即期价格），X/F=1.1 表示“虚值期权”（执行价

仍在未来价格分布的肩部），X/F=2.0 表示“极度虚值期权”。当α=2 时,β对期权的价值没

有作用，即使依照两个边际效用，标的资产价格是变化的17。 
利用前述的稳定期权公式，根据市场期权价值的数值可以计算出隐含参数值。如果假设

β等于 0，可以用执行价格不同而其他因素完全相同的两个期权的同期价格计算出隐含参数

值。McCulloch（1987）利用 1984 年 9 月 17 日德国马克的实际行情，用图形计算出了隐含

参数值。两个价格表经过舍入误差后得出α的范围是（1.766,1.832）， c 的范围是

（0.0345,0.0365）。显然，在这任意选择的日期，市场上德国马克并不服从对数正态分布。

如果不能排除不对称现象，计算隐含参数α,β和 c 的值就需要用三个期权价值。 
 
4.6.低概率和短期期权 

假设 X>F，c 相对于 log(X/F)较小。令β不变，那么 c1 和 c2 也较小。则（2）意味着（详

                                                        
17 这里列出当α=2 时期权价值，作为一种检验，用与推导子高斯（sub－Gaussian）值相同的程序独

立计算，然后用于检验当 2c=σ 时的 Black-Scholes 公式。当 x 很大时，用近似值 1-N(x)≈n(x)/x，

BS 公式变为 C
*
=N(d1)-XN(d2)F≈σN(d1)/(d1d2)，当 log(X/F)/c 取大数值时，其中 d1=-log(X/F)/σ+σ/2，

d2=d1-σ，n(x)=N
’
(x)，而 F 如（56）所示。 
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见 McCulloch 1985b）看涨期权的价值 C 近似于 

( ) ( )FXcFe Tr /,11 αψβα +−
，                                   （71） 

其中 

( ) ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −

Γ
= ∫

∞ −−−−

)log(

1logsin,
x

dexxx ζζα
π

θααψ αζα             （72） 

表 2 详细列出了该函数的值。当 x↓1，它变为无穷大，当α↑2，它趋近于 0。由看跌期权/
看涨期权转换公式（69）（C 和 P 的角色转换），P 等于 

( ) ( )XFcXe Tr /,11 αψβα −−                                     （73） 

表 2 

( )x,αψ  

X=X/F             
α 1.001 1.01 1.02 1.04 1.06 1.10 1.15 1.20 1.40 2.00 4.00 10.00
2.00 0.00 0.000 0.000 0.000 0.000 .000 .000 .000 .000 .0000 .0000 .0000
1.95 18.10 1.962 0.989 0.492 0.324 0190 .124 .091 .043 .0168 .0062 .0028
1.90 26.43 3.199 1.665 0.854 0.573 .343 .227 .169 .082 .0329 .0126 .0059
1.80 28.38 4.275 2.369 1.291 0.896 .560 .382 .291 .149 .0633 .0256 .0125
1.70 23.13 4.319 2.544 1.471 1.056 .688 .484 .376 .203 .0914 .0391 .0199
1.60 17.01 3.916 2.448 1.498 1.112 .753 .547 .434 .246 .1172 .0531 .0282
1.50 11.93 3.365 2.227 1.441 1.103 .777 .582 .471 .280 .1411 .676 .0375
1.40 8.22 2.812 1.966 1.341 1.059 .774 .596 .492 .306 .1634 .0827 .0479
1.30 5.65 2.319 1.707 1.225 0.995 .753 .597 .503 .327 .1842 .0985 .0594
1.20 3.92 1.904 1.471 1.106 0.923 .724 .589 .505 .343 .2039 .1150 .0723
1.10 2.77 1.567 1.266 0.995 0.852 .689 .575 .502 .356 .2227 .1325 .0868
1.00 2.02 1.300 1.092 0.894 0.784 .654 .558 .496 .366 .2411 .1511 .1031
0.90 1.51 1.090 0.949 0.806 0.722 .619 .541 .489 .375 .2592 .1710 .1215
 

在一个α稳定的 lévy 运动中 ，在时间 T 内累积的尺度因子是
α/1

0Tc 。当 T↓0，远期

价格 F 收敛于即期价格 S0。因此 

( ) ( ) ( ),/,1/lim 0000
SXcSTC

T
αψβ α+=

↓
                           （74） 

( ) ( ) ( )XScXTP
T

/,1/lim 000
αψβ α−=

↓
                            （75） 

McCulloch(1981，1985a)用（75）对面临利率风险的银行和其他储蓄机构的存款保险中

的看跌期权进行估价，通过使用美国国库券收益参数的对称稳定最大似然估计量，来计算纯

利率风险。 
 
5.参数估计和实证问题 

当α>1 时，OLS 提供稳定分布位置参数δ的一致估计量。但是，它服从和观测值有相

同α的无限方差稳定分布，而且是 0 有效性。此外，如果真实分布稳定且α<2，基于错误
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的正态性假设的期望替代值会产生不合理性的假证据（Batchlor 1981）。 
 
5.1.一元稳定参数估计 

DuMouchel(1973)表明，最大似然法可以用于估计四个稳定参数，除了α=2 且β=±1
的非标准边界情形，最大似然估计量具有由信息矩阵所确定的一般渐进正态性。1975 年，

他将信息矩阵绘制成表，这种信息矩阵可以用于边界情形外的渐进假设检验。正如他指出的，

最大似然法事实上是超有效（Super－efficient）的。McCulloch(编印中 a)将非标准零假设α

=2 和对称稳定的备择假设似然比的蒙特卡罗临界值列成表。DuMouchel(1983)认为当α的真

实值临近 2.00 时，α的最大似然估计量将向下偏倚，但这一结论在 McCulloch(编印中 a)报
告的大样本模拟中并没有得到证实（不考虑α≤2 时边界约束的影响）。 

在对称稳定条件下，McCulloch(1994b)数值近似可以快速计算似然值，而不需采用

DuMouchel 提出的括弧过程（bracketing Procedure）。McCulloch(1981,1985a)把较早版本的对

称稳定最大似然法应用于利率数据。Stuck(1976)用 Bergstrøm 序列，Feuerverger 和

McDunnough(1981)用对数特征函数的傅立叶反演，Brorsen 和 Yang(1990)及 Liu 和

Brorsen(1995)用 Zolotarev 的稳定密度积分表示法，研究了非对称稳定的最大似然法。而

Mittnik 和 Rachev(1993a)运用了 Chen(1991)算法。McCulloch(1979)将稳定残差（stable 
residuals）的最大似然线性回归应用于对称稳定的情况，Brorsen 和 Preckel(1993)将它用于一

般情况。Buckle(1995)和 Tsionas(1995)的研究超出了最大似然的范畴，他们探讨了稳定参数

的贝叶斯后验分布。 
Fama 和 Roll(1971)提出用顺序统计量来估计对称稳定分布的参数，这一方法要简单得

多，但有效性也较低。这一方法得到了广泛的运用。McCulloch(1986)将这一方法扩展到非

对称分布的情况，并消除了对称稳定情况中 c 的 Fama-Roll 估计量的一个小渐进偏倚。 
在 Press(1972)之后，大量的研究集中于经验对数特征函数对其相应理论部分（3），（4）

的拟合。参见 Paulson,Holcomb 和 Leitch(1975)；Feuerverger 和 McDunnough(1977,1981a,b)；
Arad(1980)；Koutrouvelis(1980,1981)；Paulson 和 Delehanty(1984,1985)。从业者均声称他们

的方法相对于最大似然基准有更高的效率18。Mantegna 和 Stanley(1995)对不同抽样间隔取得

的收益众数密度，采用了一种新方法估计稳定指数。 
Fama(1965)，Leitch 和 Paulson(1975)，Arad(1980)，McCulloch(1994b)，Buckle(1995)，

及 Manegna 和 Stanley(1995) 都对股票收益的稳定参数进行了估计； Roll(1970) ，
McCulloch(1985)，Oh(1994)对利率运动的稳定参数、Bagshaw和Humpage(1987)，So(1987a,b)，
Liu 和 Brorsen(1995)，及 Brousseau 和 Czarnecki(1993)对外汇汇率变化的稳定参数进行了估

计；Dusak(1973)，Cornew,Town 和 Crowson(1984)，及 Liu 和 Brorsen(编印中)对商品价格运

动的稳定参数进行了估计；Young 和 Graff(1995)对不动产收益的稳定参数进行了估计。以上

仅列出了部分研究成果。 
 
5.2.反对稳定分布的实证研究结果 

主要由于两组统计检验，原来对金融收益稳定模型的关注不应有地强化了。第一组检验

基于这样的观测，如果日收益率是独立同分布稳定的，周收益率和月收益率也应该是稳定的，

并且具有相同的特征指数。Blattberg 和 Gonedes(1974)，以及许多后来的研究人员，特别是

Akgiray 和 Booth(1988)，Hall,Brorsen 和 Irwin(1989)，都发现周收益率和月收益率通常比日

收益率具有更大的α估计值。这些现象甚至使得 Fama(1976:26-38)也放弃了股票价格的稳定

                                                        
18 参阅 Blattberg 和 Sargent(1971)，Kadiyala(1972)，Brockwell 和 Brown(1979,1981)，Fielitz 和

Roselle(1981)，Csörgö(1984,1987)，Zolotarev(1986:217ff)，Akgiray 和 Lamoureux(1987)，及 Klebanov，
Melamed 和 Rachev(1994)。 
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模型。 
但是，正如 Diebold(1993)指出的，所有这些现象实际上是拒绝独立同分布稳定性复合

假设。它仅能说明收益分布不是恒等的，或者说明收益是非独立的，或者收益不是稳定的。

如果收益不是独立同分布，那么它们不是独立同分布稳定也就不足为奇了。现在人们渐渐接

受这样的观点(Bollerslev,Chou 和 Kroner,1992)，即大部分金融收益的时间序列都具有 ARCH
或 GARCH 类型的序列相关性。这些扰动项的无条件分布比条件分布具有更高的峰度，因此

在错误的独立同分布稳定假设下，会误导出较小的α估计值。 
Baillie(1993)错误地将 ARCH 和 GARCH 模型描述成与稳定假设相“对立”的模型。同

样的学者还有 Ghose 和 Kroner(1995)，Groenendijk 等(1995)。事实上，如果存在条件异方差

（CH），在无限方差稳定下消除它和象高斯分布情形下那样消除它，同样都是可取的。而且

如果消除条件异方差之后仍然存在峰态，也可以如在独立同分布情况下那样对调整后的残差

正确建模。McCulloch(1985b)和 Oh(1994)因而用对称稳定最大似然法，分别对债券月收益率

拟合类 GARCH（GARCH－like）和 GARCH 模型，都发现了条件异方差（CH）和残差非

正态的明显证据。Liu 和 Brorsen(编印中)同样发现，与 Gribbin,Harris 和 Lau(1992)的研究发

现相反，一旦消除了 GARCH 效应，不能拒绝商品和外汇期货收益的稳定模型。他们的研究

也成为反对 Lau,Lau 和 Wingender(1990)的股票收益稳定模型的一个理由。De Vries(1991)提
出类 GARCH 次稳定过程，但这一模型尚未被用于实证研究。 

股票市场（Gibbons 和 Hess 1981）和外汇市场（McFarland,Pettit 和 Sung 1982）数据中

存在周内效应也是众所周知的。无论这种周内效应是以均值或以波动率的形式出现，它们都

表明日数据不是同分布。在无限方差稳定下，消除周内效应，以及连同消除可能存在的月末

效应和季节效应，和在正态情形下一样重要。Lau 和 Lau(1994)证明了不同尺度的稳定分布

的混合倾向于减少α的估计值，使其低于真实值，而不同位置的稳定分布的混合倾向于增大

α的估计值，使其高于真实值。 
试图拒绝资产收益稳定模型的第二组检验是基于对尾部的帕累托指数的估计，或者是用

帕累托分布本身（Hill 1975），或者用广义帕累托（GP）分布（DuMouchel 1983）。为数众

多的研究人员，包括 DuMouchel(1983)，Akgiray 和 Booth(1988)，Jansen 和 de Vries(1991)，
Hols 和 de Vries(1991)，及 Loretan 和 Phillips(1994)都应用这种检验，所涉及的数据包括利率

变化，股票收益率和汇率的数据。通常他们都得到大于 2 的指数，并据此在渐进检验基础上

“拒绝”稳定模型。 
然而，McCulloch(1994b)认为，和已有研究相比较，在样本容量有限的情形下，当稳定

分布的α大于 1.65 时，尾部指数的估计值很可能就会大于 2。在渐进检验基础上，这些估计

值甚至可能“显著”大于 2。因此，这些研究结果和帕累托稳定分布是相一致的19。 
现在已经提出几种其他分布可用于解释金融收益显著的峰态。Blattberg 和 Gonedes(1974)

及Boothe和Glassman(1987)提出用学生 t分布来解释，该学生 t分布可以计算分数（fractional）
的自由度，而且和稳定分布一样，包括柯西分布和正态分布。其他学者（如 Hall,Brorsen 和

Irwin 1989；Durbin 和 Cordero 1993）考虑用混合的正态分布来解释。Boothe 和 Glassman(1987)
发现学生 t 分布在某种程度上比混合的正态分布或者稳定分布有更高的似然值，但这些假设

是非嵌套(not nest)的，因此似然比并不一定服从
2χ 分布。Lee 和 Brorsen(1995)使用 cox 类

检验取得比这种非嵌套假设更好的结果。但是，正如 DuMouchel(1973b)已经指出的，没有

极大的样本，很难对这些分布从根本上加以区分。最后，选择何种尖峰态分布在很大程度上

取决于它们合乎要求的性质，特别是可分性，简约性和中心极限性质。Csörgö(1987)对稳定

                                                        
19 Mittnik 和 Rachev(1993b:264-5)同样发现威尔布分布的尾部指数估计值落在 2.5-5.5 范围，即使威尔

布分布没有帕累托尾。 
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性的一个方面建立了一种正式检验，但用选取的股票价格数据不能拒绝该检验。 
Mittnik 和 Rachev(1993a)拓展了加法和乘法意义下分别（对应于稳定分布和对数稳定分

布）的“稳定性”概念，使之包括最大和最小算子意义下的稳定性，以及这些分布累积和极

值运算在随机重复意义下的稳定性，重复的次数由几何分布确定。他们发现 Weibull 分布具

有两个广义稳定性的性质。因为它只有正支集（positive support），他们提出用双 Weibull 分
布（背靠背的两个 Weibull 分布）来作为资产收益的模型。这个分布有一个不适当的性质，

即它在原点的密度不是无穷大就是等于 0，只有背靠背的指数分布例外，但它在原点仍有一

歧点（cusp）。另一方面，稳定密度是有限的、单峰、绝对可微的，且具有闭支集（closed 
support）。 
 
5.3.状态空间模型 

Kitagawa(1987)使用贝叶斯方法来估计稳定状态空间模型。当只有一个状态变量时，状

态变量和似然值的边际回溯后验（过滤）分布大约要求有 m 个结点（node）的mn 数值积分，

其中 n 是样本容量。模型的超参数（hyperparameter）可以用最大似然法估计，而边际全样

本后验（平滑）分布用另外 n 个数值积分计算。如果扰动项是对称稳定的，McCulloch(1994b)
提出的密度逼近法使得这些计算可行，甚至用个人计算机就可以完成，尽管要经过最大似然

法的多次迭代计算。 
Oh(1994)对美国国库券的超额收益估计出了一个 AR(1)的时变期限溢价（time-varying 

term premium）（状态变量）模型。经过对显著的状态空间 GARCH 效应进行调整后，他发

现最大似然估计的α̂值在 1.61 到 1.80 的范围内，检验零假设α=2 的 LR 统计量（2ΔlogL）
在 12.95 到 25.26 的范围内。使用 McCulloch(1994b)的临界值，他们都在等于或大于 0.996
的水平上拒绝正态性。（参见 Bidarkota 和 McCulloch(1996)）。 

多元状态变量大大增加了 Kitagawa 的方法所需要的数值积分个数和计算时间。然而，

状态变量还可以用 McCulloch（1994a,在 Durbin 和 Cordero 1993 之后）提出的后验众数估计

量方法，在适当的时间内估计出来。在许多情况下，超参数可以通过把合并最大似然法

（Pooled ML）应用于数据的不同线性组合来进行估计（尽管没有完全信息最大似然法的有

效性）。 
Mikosch，Gadrich，Klüppelberg 和 Adler(1995)考虑了一种标准 ARMA 过程，其中的新

生项（innovation）属于对称稳定定律的吸引域。因为没有数值密度逼近的方法，他们采用

基于样本周期图的 Whitlle 估计量，而没有采用更容易解释的最大似然法。 
 
5.4.多元稳定分布的估计 

尽管多元稳定分布对金融理论和实践有重大意义，多元稳定分布参数的估计仍处于研究

的初始阶段。Mittnik 和 Rachev(1993b:365-66)提出一种估计向量的一般二元谱测度方法，向

量的分布落在该吸引域。Cheng 和 Rachev(编印中)用这种方法研究美元/马克和美元/日元的

汇率，得到了一个有趣的结果，即在第一和第三象限中心附近存在相当大的密度，如果存在

一个特定美元因子对两种汇率有同样影响，但沿着轴线却没有影响，就会出现这种情况。后

者似乎表明马克或日元的冲击是微不足道的。 
Nolan，Panovska 和 McCulloch(1996)提出一种基于最大似然法的另一种方法，这种方法

使用了整个数据集，而 Mittnik 和 Rachev 的方法仅使用了数据的一个小子集，即从样本的极

值尾部得出。这种方法不需要实际计算多元稳定密度，这通常是很困难的工作（参见

Byczkowski 等，1993；Nolan 和 Rajput，1995），而仅仅依赖于标准一元稳定密度。这一方

法显然假设 x 事实上服从二元稳定分布，而不是仅仅落在它的吸引域。 
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其中 I2 如（55）所示。代入（52）就可以得出（53）。 
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