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第二章  随机微积分 

实际问题的认识只是可

能性的,这种论点是当代

科学方法论的中心论点

之一。 

          Nagel (1969, P.5) 

1． 引言 

本章介绍随机微积分的各种数学方法，它们对于分析不确定情形下的经济和金融现象并

建立模型是有用的。这些方法包含 oIt ˆ 引理、随机微分方程、随机稳定性和随机控制。 

学习这些方法需要懂得各种数学概念和结果，例如，随机积分的概念，随机微分方程解

的性质，随机稳定性的各种判定方法，等等。为了使读者习惯随机分析的理论基础，对这些

概念和结果在本章中也进行了介绍。 

2． 建立不确定性模型 

在经济现象的建模、分析和预测中，研究人员越来越把重点放在随机方法上。人们希望

这种方法能抓住经济现实的纷繁复杂性、测量误差和不确定性。自然会产生的问题是：在创

立经济理论过程中所带来的复杂性、不确定性和未知性，如何才能结合到动态分析当中？这

个问题的答案就在本节。在本节中我们首先讨论离散时间的情况，然后讨论连续时间的情况。

材料来源于 Astrom(1970)。 

2.1 离散时间 

设离散时间指标集T 是由正整数组成的集合{ }⋅⋅⋅，，，， 3210 ，用 )(tx 表示在时间 t ，

Tt ∈ ，的实状态变量。一个动态确定性系统可以用下列差分方程来描述： 

Tttxtftx ∈=+ )),(,()1(   （2.1） 

初始条件为 0)0( xx = 。不用说，这种确定性差分方程模型在经济理论中相当多。例如：三

部门宏观经济模型： 
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对于给定的 tI 和 tG 的值，分别用
_

tI 和
_

tG 表示，这样，就得到一个差分方程： 
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__

0 )( −+++= tttt YaGIaY  （2.2） 

方程（2.2）是方程（2.1）的特例，叫做线性自治差分方程。 

    像计量经济学家建立不确定模型一样，我们开始把确定性模型方程（2.1）变成随机模

型回忆一下，在方程（2.2）中引入不确定因素的标准方式是添加一个随机变量 tU ，通常假

定 tU 是一个相互独立的随机变量序列，且服从均值为 0、方差有限的正态分布。于是（2.2）

变成： 

ttttt UYaGIaY ++++= −11

__

0 )(  （2.3） 

方程（2.3）是一个线性随机差分方程的例子。 

    现在回到方程（2.1），一种能把不确定性具体化的形式是假定 )1( +tx 是一个随机变量

且有如下表达式： 

Tttxtvtxtftx ∈+=+ )),(,())(,()1(  （2.4） 

其中 f 是随机变量 )1( +tx 关于 )(tx 的条件均值， v 是一个均值为 0、方差有限（记为

),(2 xtσ ）的随机变量。我们假定随机变量 v 在给定 )(tx 下的条件分布与 )(sx ， ts < ，相

对独立。于是，方程（2.4）是一个随机差分方程，且在独立性的假设下，我们得到过程

{ }Tttx ∈),( 是一个马尔可夫过程。 

    其次，如果假定 v 在给定 )(tx 下的条件分布是正态分布，那么随机变量

),(/)( xttvut σ=  

服从均值为 0、方差为 1 的正态分布。注意到 tu 与 x 无关，于是{ }Tttu ∈),( 可以取成一个

相互独立同服从均值为 0、方差为 1的正态分布的随机变量序列。因此，方程（2.4）变成： 

Tttutxttxtftx ∈+=+ ),())(,())(,()1( σ  （2.5） 

方程（2.5）是一个随机差分方程。在许多书中，例如 Astrom(1970)和 Chow(1975),都有这

方面的研究。 

2.2 连续时间 

    考虑由微分方程描述的动态确定性模型： 

Tttxtf
dt
dx

∈= )),(,(  （2.6） 

其中 ],0[ TT = 或者 ),0[ ∞=T ，初始条件 0)0( xx = 。有许多经济模型描述成形如（2.6）
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的例子。例如，在 Solow (1956) 中的新古典增长模型： 

0)0(),())(( kktnktksf
dt
dk

=−=  （2.7） 

注意（2.7）是（2.6）的特例，因为它是自控的，或换句话说，它是时间相关的。 

    为了把不确定因素引入（2.6），我们按如下方式进行。考虑在时刻 t 和时刻 tt Δ+ 时的

模型；从方程 

)())(,()()( tottxtftxttx Δ+Δ=−Δ+  （2.8） 

中，通过两边除以 tΔ 和并在 0→Δt 取极限，得到确定性方程（2.6）。注意，（2.8）中的 )( to Δ

意思是当 0→Δt 时， 0/)( →ΔΔ tto 。 

    现在，（2.8）是一个差分方程，我们可以重复离散情形的步骤。设{ }Tttv ∈),( 是一个

独立增量过程，即如第 1 章第 7 节所示，如果 ki tttH ≤⋅⋅⋅≤≤≤ℜ∈ 100且 ，那么： 

∏
≤

−− ∈−=≤∈−
ki

iiiiii HtvtvPkiHtvtvP )()([],)()([ 11 。 

这时，方程（2.8）变成： 

)()()())(,()()( totvttvttxtftxttx Δ+−Δ++Δ=−Δ+  （2.9） 

假定 v的增量在给定 )(tx 下的条件分布是正态分布且记作： 

)]()())[(,()()( tzttztxttvttv −Δ+=−Δ+ σ  （2.10） 

其中{ }Tttz ∈),( 是一个均值为 0、方差系数为 1的维纳(Wiener)过程。把（2.10）代入（2.9），

得： 

)()]()())[(,())(,()()( totzttztxtttxtftxttx Δ+−Δ++Δ=−Δ+ σ  （2.11） 

在上述方程中， )( to Δ 是一个随机变量，通常意思是当 0→Δt 时， 0/)( 2 →ΔΔ ttoE 。

注意，在（2.11）中，我们不能像（2.8）一样，两边除以 tΔ 再取极限，这是因为，极限 

t
tzttz

Δ
−Δ+ )()(lim  

不存在。回忆一下第一章定理 7.2，维纳过程在一个概率为 0的集合之外处处不可微。因此，

代替用 tΔ 除（2.11）再取通常意义的极限，我们只取另一意义下的极限，它将在下一节中

解释。总之，（2.11）可以写成一个形式表达式： 

dzxtdtxtfdx ),(),( σ+=  （2.12） 

它叫做 oIt ˆ 随机微分方程，初始条件为 0)0( xx = ， Tt ∈ 。 
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方程（2.12）在应用数学中起重要作用。可参看书籍 Schuss(1980)、Soong(1973)以及

Tsokos 和 Padegett(1974)。方程（2.12）始自 1908 年的历史发展概要可参看 Wonham(1970)。

方程（2.12）在金融和经济理论中也起重要作用，这一点下两节将会阐明。由于方程（2.12）

在经济学和金融中的连续随机状态模型里的重要性，我们开始给出其形式表达式的意义。 

3． 随机积分 

考虑概率空间 ),,( PFΩ 上定义的一个随机过程 ),( ωtx 和一个维纳过程 ),( ωtz ，

T∈ω 且 Tt ∈ 。方程（2.12）是方程 

),()),(,()),(,(),( ωωσωω tdztxtdttxtftdx +=  （3.1） 

的简略记法。方程（3.1）也可以写成： 

)())(,())(,()( tdztxtdttxtftdx σ+=  （3.2） 

或者 

tttt dzxtdtxtfdx ),(),( σ+=  （3.3） 

其中ω在（3.2）和（3.3）中被隐藏了。 

    把方程（3.2）变换成积分方程，得到： 

∫∫ ++=
tt

sdzsxsdssxsfxtx
00

)())(,())(,()0()( σ  （3.4） 

注意， )0(x 是一个随机变量，因为 ),0()0( ωxx = ，对一切 Ω∈ω 。 )0(x 也可能退化成一

个常数。一般来说，（3.4）式右边的第一个积分可理解成 Riemann 积分，由于 )(tdz 不存在，

所以第二个积分有一点问题。换句话说，尽管 )(tz 连续，但却是一个无界变差函数，于是

第二个积分不能理解成 Riemann-Stieljes 积分。因此，我们需要提出一个理论，使得第二

个积分有意义。 

    随机积分由维纳在 1923 年首先引进，Ito(1944)将其发展。Ito 的部分原始工作 初由

Doob(1953)介绍，后来，俄国数学家 Gihman 和 Skorohod(1969)也介绍过。然而，直到 近，

由于 Arnold(1974)、Astrom(1970)、Gihman 和 Skorohod(1972)、Bharucha-Reid(1972)、

Ladde 和 Lakshmikantham(1980)等书的出版，随机积分的想法和一般随机微积分理论才被应

用研究人员所接受。 

    在下面的讨论中，我们先给出直观分析结果，然后再详细说明随机积分理论。 

3．1 直观分析 

把常微分方程（2.6）写成下列形式： 
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],0[;)0(;),( 0 TTtxxdtxtfdx =∈==  （3.5） 

讨论其意义。如果对每一个 Ts∈ ，有： 

))(,()( sysf
ds

sdy
=  （3.6） 

那么，称 )(sy 是（3.5）的解。相同地，积分（3.6）式的两边，如果对所有时刻 t ，s ， ts ≤ ，

有： 

∫=−
t

s

drryrfsyty ))(,()()(  （3.7） 

那么，称 )(sy 是（3.5）的解。 

    注意到（3.7）式的右边是一个积分，它可以通过把时间区间 ],0[],[ Tts ⊂ 分成小子区

间的方法来逼近。设 0>ε ，给定划分： 

],[),[,max
...

1110

210

tstttt
ttttts

iiiini

n

⊂≤−

=<<<<=

++−≤≤
ε  （3.8） 

那么，我们有： 

∑
−

=
+ +−=−

1

0
1 )(0)))((,()()(

n

i
iiii tttytfsyty ε 。 

其中当 0→ε 时， 0)(0 →ε 。这是在微积分中计算积分的标准逼近过程。现在，对于随机

微积分，我们采取类似的方法。称随机过程 )(ty 是（3.2）的解，如果对所有的 t ，s ， ts ≤ ，

有： 

∫∫ +=−
t

s

t

s

rdzryrdrryrfsyty )())(,())(,()()( σ  （3.9） 

其中（3.9）式的右边定义为： 

∑

∫ ∑∫
−

+

−

=
+

∈+−+

−=+

1

0
1

1

0
1

)(0)]()())[(,(

)))((,()())(,())(,(

n

iiii

t

s

n

i
iiii

t

s

tztztyt

tttytfrdzryrdrryrf

σ

σ
 （3.10） 

在（3.10）中， )(0 ε 是一个随机变量，且当 0→ε ， 0)(0 →ε 的意义为当 0→ε 时，

0)(0 2 →εE ，这里 E 表示无条件数学期望。但在说明（3.10）的合理性和证明对于形如

（3.8）的划分，满足条件 
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的随机过程 )(ty 的存在性时，有一些数学上的技术问题。它们将在下一节较详细地处理。

让我们继续说明一个可能的困难。给定函数 ),( ztg 和 )(tz ，当 0max 1 →−+ ii tt 时，两个

极限值： 

∑ −= +
i

iiii tztztztgA )]()())[(,(lim 1  

和 

∑ −= +++
i

iiii tztztztgB )]()())[(,(lim 111  

在确定性情形下是相同的。但对于随机情形，就不是这样。顺便介绍一个简单例子。设

)(),( tzztg = ， )(tz 是一个具有单位方差的维纳过程，当 0→ε 时，记： 

∑ −= +
i

iii tztztzA )]()()[(lim 1  

和 

∑ −= ++
i

iii tztztzB )]()()[(lim 11  

在确定性情形中，即 )(tz 是确定性的而不是随机的，A 和 B 都是通常的 Riemann-Stieljes

积分。如果 )(tz 可积，那么当 0→ε 时， 0→− AB 。因此，在确定性情形中，不存在有

关收敛性的歧义。而在随机情形中，这些极限的意义为：当 0→ε 时， 

0)]()()[(

0)]()()[(

2

11

2

1

→−−

→−−

∑

∑

++

+

i
iii

i
iii

tztztzBE

tztztzAE
 （3.11） 

其中 E 表示数学期望。由（3.11）定义的极限叫做均方极限，它描述了除在第一章第 3 节

中定义的三种收敛概念以外的一种收敛概念。对（3.11）中定义的 A和 B ,利用维纳过程有

独立平稳增量 )()( 1 ii tztz −+ 且其方差为 ii tt −+1 ，可证 0≠−=− stAB 。因此，我们得出

随机积分的大小取决于我们采取 A型、B 型或者它们的凸组合型作为极限表达式。 oIt ˆ 分析

采用 A型作为极限表达式，这种随机积分下面我们将讨论。另一种类型的随机积分参看本

章 后的第 15 节。 
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3．2  严格的阐述 

下面的分析内容是根据 Arnold(1974,pp.57-75)、Bharucha-Reid(1972,pp.221-228)、

Gihman和 Skorohod(1972,pp.11-32)以及 Ladde和 Lakshmikantham(1980,pp.114-122)给出

的，目的在于严格地定义 oIt ˆ 随机积分并介绍其基本性质。 

设 tz ， 0≥t ，是一个定义在某一概率空间 ),,( PFΩ 上的维纳过程，称 −σ 域族 tF ，

0≥t ，关于 tz 是非预期的，如果 

（1） ；对于 210,
21

ttFF tt ≤≤⊂  

（2） ；），（即域，生成的，，包含由 tstst ZtszFtszF ≡≤≤⊃−≤≤ 00 σσ  

（3） ）相互独立。，（生成的，与增量 ∞<≤−∞<≤− utzzutzzF tutut σ,      

注意，条件（2）意味着对于 0≥t ， tz 关于 tF 可测。条件（3）意味着对于

∞<≤−= uttuh ， ，过程 )()( hzhtz −+ 与 −σ 域 hF 中的任一事件相互独立。特别地，

条件（3）意味着 0F 只能含有那些与整个过程 tz ， 0≥t ，相互独立的事件。 

    作为一个例子，考虑 tt ZF = ，它是 小可能的非预期 −σ 域族。通常根据需要用其他

与 ),( ∞<≤− utzz tuσ 相互独立的事件扩大 tZ ，例如描述初始条件的事件。在随机微分方

程的情形里，我们通常取 ),( cZF tt σ= ，其中 c 是一个与 )( tu zz −σ 相互独立的随机变量。 

现在考虑 RTt →Ω×],0[:),( ωσ ，假设它关于 ),( ωt 可测。称它关于 −σ 域族 tF 是非

预期的，如果满足两个条件： 

(1) 对所有 ],0[ Tt ∈ ，样本轨道 ),( ⋅tσ 是 −tF 可测的； 

(2) 积分 

∫
T

dtt
0

2),( ωσ  （3.12） 

以概率 1  （w.p.1）有限。 

当函数 ),( ωσ t 以概率 1 具有连续样本轨道时， 后的这个积分是通常的 Remann 积分。

更一般地，（3.12）取作 Lebesgue 积分。上述定义可推广到矩阵值函数，这时，（3.12）中

的范数定义为： 
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，2
1

2
12 )()(),( σσσωσ ′⋅== ∑∑ trt

i j
ij  

其中 tr 表示迹，“′”表示转置。 

一个特殊的非预期函数类是非预期阶梯函数类。非预期函数 ),( ωσ t 叫做阶梯函数，如

果存在区间 ],0[ T 的一个划分，比方说： 

Ttttt n =<<<<= ...0 210  （3.13） 

使得对于 1,...,2,1,0),,[ 1 −=∈ + nittt ii ，有 ),(),( ωσωσ itt = 。对于这样的阶梯函数，现在

我们来定义 oIt ˆ 随机积分。 

设 ),,( PFΩ 是一个概率空间， RTt →Ω×],0[:),( ωσ 是一个具有划分形式（3.13）

的非预期阶梯函数， RTtz →Ω×],0[:),( ω 是一个维纳过程。σ 关于 z 在区间 ],0[ T 上的

随机积分，用 )(σI 表示，是一个实值随机变量，定义为： 

∑

∑

∫ ∑

∫

−

+

−−

−
=

−

−=

−=

−==

==

1

0
1

1
11

0
1

1
1

0

)]()()[(

)]()()[(

)],(),()[,(

),(),())(()(

n

iii

n

iii

T

ii

n

i
i

T

tztzt

tztzt

tztztdz

tdztII

σ

σ

ωωωσσ

ωωσωσσ

 （3.14） 

Ω∈ω 的出现目的在于强调 oIt ˆ 积分是一个随机变量，为了记号方便起见，有时把ω 省略

掉。需要着重指出的是，在阶梯函数的定义中，进而在随机积分的定义中，采用了子区间左

端点的值。 

其次，考虑任意的非预期函数 ),( ωσ t 。假设{ }nσ 是一个非预期阶梯函数序列，自然要

问，是否能用{ }nσ 在某种意义下逼近函数σ 。下面的引理给出肯定的回答。 

引理 3.1  设 ),( ωσ t 是一个非预期函数。那么存在一个非预期阶梯函数序列{ }nσ ，使得 

∫ →−
T

n pwdttt
0

2 1..,0)()( σσ  （3.15） 

这个引理的证明参看 Arnold(1974,pp.67)。引理 3.1 的结论很强，它蕴含更弱的结果，即 
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0),(),(:
0

2 →⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
>−∫

T

n dtttP εωσωσω  （3.16） 

这是正如第一章第 3 节所指出的那样，以概率 1 收敛蕴涵依概率收敛。 oIt ˆ 随机积分的一般

存在性将借助于下述过程建立。具体来说，就是证明：对于满足（3.16）的非预期阶梯函数

序列{ }nσ ，积分序列 ∫
T

ndz
0

σ 必依概率收敛到 ∫
T

dz
0

σ ，即： 

∫ ∫⎯→⎯
T T

P
n dzdz

0 0

σσ  （3.17） 

假设{ }nσ 是一个如（3.16）所示依概率逼近非预期函数σ 的非预期阶梯函数序列。根据 

∫∫∫ −+−≤−
T

m

T

n

T

mn dtdtdt
0

2

0

2

0

2 22 σσσσσσ  

和{ }nσ 满足（3.16），我们得到当 ∞→mn, 时： 

∫ ⎯→⎯−
T

P
mn dt

0

2 0σσ  （3.18） 

如果我们证明了 ∫
T

ndz
0

σ 是一个依概率收敛的 cauchy 列，那么我们将得出：存在一个随机变

量，使 ∫
T

ndz
0

σ 依概率收敛于它。在证明 ∫
T

ndz
0

σ 是随机 Cauchy 序列的过程中需要一个方法

性引理。 

引理 3.2    设 ),( ωσ t 是一个非预期阶梯函数。那么对所有 0>ε 和 0>δ ，有： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
>+≤⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
> ∫∫

TT

dttPtdztP
0

2

2
0

)()()( εσ
δ
εδσ  

该引理的详细证明，参看 Arnold(1974,pp.68-69) 

对 mn σσ − 应用这个引理，得： 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
>−+≤

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>−

∫

∫∫

∞→

∞→

εσσ
δ
ε

δσσ

T

mn
mn

T

m

T

n
mn

dtttP

tdzttdztP

0

2

,
2

00,

)()(suplim

)()()()(suplim

 （3.19） 
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从（3.18）和（3.19），我们得出结论， ∫
T

ndz
0

σ 是一个随机 Cauchy 序列，即： 

0)()()()(
00

→⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
>− ∫∫ εσσ

T

m

T

n tdzttdztP  

当 ∞→mn, 时。因此，（3.17）成立，极限 ∫
T

dz
0

σ 以概率 1 唯一且不依赖于满足（3.16）的

非预期阶梯函数序列{ }nσ 的选取。综合这些结果，有： 

引理 3.3   设 ),( ωσ t 是一个非预期函数，且{ }nσ 是σ 的在（3.16）意义下的逼近非预期

阶梯函数序列。对于每一个 n ，假定 )( nI σ 由（3.14）定义，那么，存在一个随机变量

∫
T

tdzt
0

),(),( ωωσ 使得当 ∞→n 时有： 

0),(),(),(),(:
00

→
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
>− ∫∫ εωωσωωσω

TT

n tdzttdztP  （3.20） 

上述分析结果导致 oIt ˆ 随机积分的一种定义。如（3.20）所示，它是一种基于依概率收敛的

定义。基于不同收敛概念的其他定义也能给出。我们将简短地给出基于均方收敛的随机积分

的定义。关于随机积分主题的详细讨论，读者可参看进一步的资料。 

定义    设 ),,( PFΩ 是一个概率空间。 ),( ωtz 是一个维纳过程， ),( ωσ t 是一个非预

期函数，两者都定义在 Ω×],0[ T 上。σ 关于 z 在区间 ],0[ T 上的 oIt ˆ 随机积分： 

∫
T

tdzt
0

),(),( ωωσ  

用 )(σI 表示，是一个随机变量，以概率1 唯一且定义为随机Cauchy序列 ∫
T

n tdzt
0

),(),( ωωσ

依概率收敛的极限，即如引理 3.3 所示， 

)I(),(),(),(),(
0

P

0

σωωσωωσ ≡→∫∫
TT

n tdzttdzt  

这里{ }nσ 是σ 的在依概率收敛意义下的逼近非预期阶梯函数序列，即： 

∫ ⎯→⎯−
T

o

P
n dttt 0),(),( 2ωσωσ  
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再重复一遍， )(σI 以概率 1 唯一，且不依赖于序列 { }nσ 的选取。唯一性的证明见

Friedman(1975,pp.66)。 

有一个可替换的定义。正如在本节前面所提到， oIt ˆ 随机积分的一个可替换的定义是用

利用均方收敛代替依概率收敛。因为均方收敛蕴涵依概率收敛，所以即将给出的定义更一般，

上述给出的定义可作为其特殊情况。定义基于下面的引理。 

引理 3.4   设 ),( ωσ t 是非预期函数，且： 

∫ ∞<
T

dttE
0

2),( ωσ  （3.21） 

则存在一个非预期阶梯函数序列{ }nσ ，对每一个 n 满足 

∫ ∞<
T

n dttE
0

2),( ωσ  

且在均方极限下逼近σ ，即当 ∞→n 时，有： 

∫ →−
T

n dtttE
0

2 0)()( σσ  

进而存在一个随机变量 ∫
T

tdzt
0

)()(σ ，使得当 ∞→n 时，有： 

0)()()()(
2

00

→− ∫∫
TT

n tdzttdztE σσ  （3.22） 

引理的证明参看Arnold(1974,pp.71-73)与Gihman和Skorohod(1972,pp.11-15)。注意，

为了得到均方收敛，我们必须有比引理 3.1 更多的假设（3.21）。基于引理 3.4 的新定义类

似于早先的定义，唯一的不同之处是收敛概念。特别地，我们把 ∫
T

tdzt
0

),(),( ωωσ 定义为

Cauchy 序列 ∫
T

n tdzt
0

),(),( ωωσ 的均方极限，如（3.22）所示。这样的极限唯一存在且不依

赖于{ }nσ 的选取，这是因为 ∫
T

ndz
0

σ 是满足条件： 

时当 ∞→→− ∫∫ nmtdzttdztE
T

m

T

n ,0)()()()(
2

00

σσ  

的 Cauchy 序列。 

现在结束有关随机积分概念的讨论。在叙述随机积分性质之前，我们给对这个领域有兴
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趣的读者提供额外的参考资料。它们是 Meyer(19670,Mckean(1969)、Metivier 和

Pellaumail(1980)以及 Friedman(1975) 

    给出了 ∫ dzσ 的意义之后，我们叙述它的一些性质。 

3.3 oIt ˆ 随机积分的性质 

oIt ˆ 随机积分有许多有用的性质。在下列定理中，我们概述了一些。 

定理 3.1   设 ),,( PFΩ 是一个概率空间， RTtz →Ω×],0[:),( ω 是一个维纳过程。 

（1） 如果 ),(1 ωσ t 和 ),(2 ωσ t 是定义在 Ω×],0[ T 上的实值非预期函数， Ra ∈1 ，

Ra ∈2 ，那么： 

∫∫∫ +=+
TTT

dzadzadzaa
0

22
0

11
0

2211 )( σσσσ  

（2） 假设 1σ 和 2σ 同（1）一样， )(1 ωa 和 )(2 ωa 是实值随机变量且 2211 σσ aa + 是 ],0[ T

上的非预期函数。那么 

∫∫∫ +=+
TTT

dzadzadzaa
0

22
0

11
0

2211 )( σσσσ  

（3） 设 ],[ us 是 ],0[ T 的子集， ],[ usχ 表示区间 ],[ us 的特征函数。那么： 

)()(
0

],[ szuzdz
T

us −=∫ χ  

（4） 假 设 ),( ωσ t 是 ],0[ T 上 的 非 预 期 函 数 ， 且 ∫ ∞<
T

dssE
0

2)(σ ， 那 么

∫ =
T

tdztE
0

0)()(σ ，且： 

∫∫ =
TT

dttEtdztE
0

2
2

0

)()()( σσ  

这些性质的证明参看 Gihmna 和 Skorohod(1972,pp.11-13)，注意，性质（1）-（3）与通常

的 Riemann-Steiljes 积分的有关性质类似。 

     对于任意的（而不是阶梯函数）依概率逼近σ 的非预期函数序列{ }nσ ，下面建立其依

概率收敛性。 



《经济学和金融中的随机方法》                                                          第二章 

定理 3.2  设 ),,( PFΩ 是一个概率空间， RTtz →Ω×],0[:),( ω 为维纳过程，{ }nσ 是定

义在 Ω×],0[ T 上的任意实值非预期函数，且 RTt →Ω×],0[:),( ωσ 为非预期函数。如果，

当 ∞→n 时： 

∫ ⎯→⎯−
T

P
n dstt

0

2 0)()( σσ  （3.23） 

那么： 

∫∫ ⎯→⎯
T

P
T

n dzdz
00

σσ  （3.24） 

其中（3.23）和（3.24）都是依概率收敛。证明见 Arnold(1974,pp.74)。 

我们要叙述的 后一个定理是关于 oIt ˆ 随机积分作为积分上限函数的问题。假设 ],0[ tχ

是区间 ],0[],0[ Tt ⊂ 的特征函数。对于每一个 t ),0( 任意大其中TTt ≤≤ ，σ 是 ],0[ t 上

的非预期函数。定义过程： 

∫∫ ===
T

t

t

sdzssdzstxtx
0

],0[
0

)()(),(),(),()( χσωωσω  （3.25） 

需要指出， )(tx 是一个实值随机过程，对于 ],0[ Tt ∈ ，（以随机等价）唯一地定义，且

1..0)0( pwx = 。下面的定理叙述了 )(tx 的一些性质。这里， )(tx 假定为一个可分表示（见

第一章第 7节）。 

定理 3.3  设 ),,( PFΩ 是一个概率区间， RTtz →Ω×],0[:),( ω 为维纳过程，

RTt →Ω×],0[:),( ωσ 是非预期函数，且按（3.25）定义 )(tx 。那么： 

（1） ),( ωtx 是 −tF 可测的，因此它是非预期的。 

（2）如果 ∞<∫
t

dssE
0

2),( ωσ ，对所有 ],0[ Tt ∈ ，那么 ),( tt Fx 是实值鞅，同时， 

∫==
t

tt dssExEEx
0

22 ),(,0 ωσ  （3.26） 

（3） ),( ωtx 以概率 1 有连续样本轨道。 

证明见 Arnold(1974,pp.81-84)。既然 ),( tt Fx 是鞅，那么 ),( trt Fxx − ， Ttr ≤≤≤0 也

是鞅， ),( trt Fxx − 是下鞅。因此，我们可运用各种鞅和下鞅的定理，得到关于 ),( tt Fx 和
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),( trt Fxx − 的有用结果。 

至此，我们结束有关随机积分的讨论，要了解该主题的更详细的展开，读者可参考

Mckean(1969)或者更新一点的书 Metivier 和 Pellaumail(1980)。 

    读者也应该被告知，一种叫做 Strasbourg 方法的新的更高级随机积分理论已经建立起

来。这里，原始的参考资料是 Meyer(1976)。Strasbourg 方法在经济分析中的迷人的应用可

参考 Harrison 和 Pliska(1981)。它们利用 Strasbourg 方法发展了具有连续交易的无磨擦

证券市场理论。 

4． oIt ˆ 引理 

现在，我们已做好准备，先叙述随机微分的定义，然后叙述和证明 oIt ˆ 引理，它是计算

复合随机函数的随机微分的基本定理。 

设 ),,( PFΩ 是一个概率空间，随机过程 RTtx →Ω×],0[:),( ω ，对于每一个

],0[ Tt∈ ， 关 于 −tF 可 测 ， RTtz →Ω×],0[:),( ω 为 维 纳 过 程 。 假 定

RTt →Ω×],0[:),( ωσ 是 ],0[ T 上的非预期函数，同时， RTtf →Ω×],0[:),( ω ，对每

一个 ],0[ Tt ∈ ，关于 −tF 可测且 1..),(
0

pwdttf
T

∞<∫ ω 。设 Tsr ≤≤≤0 ，如果： 

∫∫ +=−
s

r

s

r

tdztdttfrxsx ),(),(),()()( ωωσω  

那么随机过程 )(tx 的随机微分定义为 )()()( tdztdttf σ+ ，并用 )(tdx 表示，即： 

)()()()( tdztdttftdx σ+=  

   下面，我们陈述和证明 oIt ˆ 引理，它 初出现在 oIt ˆ  (1951a)和后来的 oIt ˆ  (1961)。我

们取材于 Arnold(1974,pp.96-99)、Gihman 和 Skorohod(1969,99.387-389)，以及 Ladde 和

Lakshmikantham(1980,pp.122-126)。 

引理 4.1（ oIt ˆ ） 设 RRTxtu →×],0[:),( 是一个连续非随机函数，且具有连续的偏导数

xt uu , 和 xxu ，假定随机过程 RTtx →Ω×],0[:),( ω 的随机微分为： 

。)()()()( tdztdttftdx σ+=  

令 ))(,()( txtuty = 。那么，过程 )(ty 在 ],0[ T 上也有随机微分，且： 
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。)()())(,()]())(,(
2
1)())(,())(,([)( 2 tdzttxtudtttxtutftxtutxtutdy xxxxt σσ +++=  

证明： 只需就 f 和σ 为阶梯函数证明引理就足够了，因为一般情形可通过取极限而得到。

同时，只需在 f 和σ 作为 t 的函数为常数，即 )(),( ωω ftf = 和 )(),( ωσωσ =t 的子区间

上给出引理的证明。考虑一个划分： 

Ttttt n ≤=<<<< ...0 21  

因为 ))0(,0()0()),(,()( xuytxtuty == ，所以有： 

∑
=

−−−=−
n

k
kkkk txtutxtuyty

1
11 ))](,())(,([)0()(  （4.1） 

利用 Taylor 定理，得： 

2
11

11

111

111111

))()()])((

)([)(,(
2
1

))()())((,(
)))((),(())(,())(,(

−−

−−

−−−

−−−−−−

−−

−++

−+
−−+=−

kkk

kkkkxx

kkkkx

kkkkkkkkkk

txtxtx

txtxtu

txtxtxtu
tttxtttutxtutxtu

θ

θ

 （4.2） 

其中 10 << kθ ， 。10 << kθ  

    首先证明，当 0)max( 1 →−= −kkn ttδ 时， )0()( yty − 的极限不变。从 )(tx ， tu 和 xxu

的连续性假设和 )(tx 的有界性可知，存在随机变量 nn βα , 满足 

nkktkkkkkt txtutxtttu αθ ≤−−+ −−−−− ))(,())(),(( 11111  

nkkxxkkkkkxx txtutxtxtxtu βθ ≤−−+ −−−−− ))(,()])()([)(,( 11111  

且当 0→nδ 时， nn βα , 以概率 1 趋于 0 。 

在上面的第一个不等式中求和，得到： 

−−−+∑ −−−− )))((),((| 1111 kkkkkkkt tttxtttu θ  

∑∑ −−−− −≤−− 。)(|)))((,( 1111 kknkkkkt tttttxtu α  

对于第二个不等式，我们注意到： 

∑∑∑ −−− −+−≤− 2
1

22
1

22
1 )]()([2)(2)]()([ kkkkkk tztzttftxtx σ  

和 tttztzE kk =−=−∑ − 0)]()([ 2
1  
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因此，利用这两个结果，在上面的第二个不等式中求和，得到： 

∑ −−−− −−+ 2
1111 )]()()])[()([)(,(| kkkkkkkxx txtxtxtxtxtu θ  

∑
∑

⎯→⎯−≤

−−

−

−−−

0)]()([

|)]()())[(,(
2

1

2
111

P
kkn

kkkkxx

txtx

txtxtxtu

β
 

当 0→nδ 时，因此，当 0→nδ 时，（4.1）中 )0()( yty − 的极限不变。 

其次，把（4.2）代入（4.1），如果能证明： 

∫

∫

∑

+

++

⎯→⎯−+

−+−

−−−

−−−−−−

t

x

t

xxxt

P
kkkkxx

kkkkxkkkkt

sdzsxsu

dssxsufsxsusxsu

txtxtxtu

txtxtxtutttxtu

0

0

2

2
111

111111

)())(,(

]))(,(
2
1))(,())(,([

})]()())[(,(
2
1

)]()())[(,()))((,({

σ

σ  （4.3） 

那么，定理的证明将完成。 

注意，根据连续性假设，当 0→nδ 时，有： 

1..))(,()))((,(
0

111 pwdssxsutttxtu
t

tkkkkt ∫∑ →− −−−  （4.4） 

和 

∫∫

∑
+

⎯→⎯− −−−

t

x

t

x

P
kkkkx

sdzsxsufdssxsu

txtxtxtu

00

111

)()(,()(,(

)]()())[(,(

σ
 （4.5） 

因此，在（4.3）中，还需讨论： 

∑
∑

∑
∑

−−−

−−−−

−−−

−−−

−+

−−+

−=

−

2
111

2

1111

2
111

2

2
111

)]()())[(,(

)]()()[))((,(2

)))((,(

)]()())[(,(

kkkkxx

kkkkkkxx

kkkkxx

kkkkxx

tztztxtu

tztztttxtuf

tttxtuf

txtxtxtu

σ

σ
 （4.6） 

根据 xxu 和 )(tz 的连续性，可知（4.6）中的前面两项以概率1收敛到0，故只需证明当 0→nδ

时，有： 

∫∑ ⎯→⎯− −−−

t

xx
P

kkkkxx dssxsutztztxtu
0

2
111 ))(,()]()())[(,(  （4.7） 
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为了证明（4.7），首先指出当 0→nδ 时，有： 

  w.p.1,))(,()))((,(
0

111 ∫∑ →− −−−

t

xxkkkkxx dssxsutttxtu 。于是，只需证明当 0→nδ 时，

有： 

0))()]()())([(,( 1
2

111 ⎯→⎯−−− −−−−∑ P
kkkkkkxx tttztztxtu  （4.8） 

（4.7）就会得证。为方便起见，我们用 nS 表示（4.8）式的左边。于是（4.8）可写成当 0→nδ

时， 

0⎯→⎯P
nS  （4.9） 

为证明（4.9），我们使用截去法。 

定义 

⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
,0

,,)(1
)(

否则

对所有如果 kiNtx
I iN

k ω  

再令： 

)()]()([ 1
2

1 −− −−−= kkkkk tttztze
 

后： 

∑ −−−=
n

k
N
kkkxx

N
n eItxtuS

1
111 ))(,(  

因为 ke 之间相互独立， ke 与 N
kkkxx Itxtu 111 ))(,( −−− 相互独立，所以 0=N

nES 且 0)( 2 →N
nSE ，

当 0→nδ 时。进一步，蕴含着对每一个 N ，当 0→nδ 时，有 0⎯→⎯PN
nS ，同时，截去

的误差为： 

])(max[][ NsxPSSP
s

N
nn >=≠  

由于 )(sx 以概率 1 有限，所以只要选取充分大的 N ，可使误差任意小。 后，得出结论： 

][][][ N
nn

N
nn SSPSPSP ≠+>≤> εε

 
（4.10） 

可以任意小。（4.9）式得证。于是，对于特殊情况，定理证毕。 

    后，转到一般情况。可以选取阶梯函数序列{ }nf 和{ }nσ ，使以概率 1 地有： 

∫ →−
t

n dssfsf
0

0)()(  
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∫ →−
t

n dsss
0

2 0)()( σσ  

且随机过程序列： 

∫∫ ++=
t

n

t

nnn tdztdssfxtx
00

)()()()0()( σ
 

以概率 1 一致收敛到 )(tx ，那么随机过程序列 ))(,()( txtuty nn = 也以概率 1 一致收敛到

)(ty 。在下式： 

∫ +=−
t

nnxntnn sfsxsusxsuyty
0

)())(,())(,([)0()(  

dsssxsu nnxx )]())(,(
2
1 2σ+

 ∫+
t

nnx sdzssxsu
0

)()())(,( σ  

中取极限 ∞→n ，就得到 oIt ˆ 引理。 

    在转到使用 oIt ˆ 引理的例子之前，我们介绍一下 oIt ˆ 引理的直接推广。 

引理  4.2（一般 oIt ˆ 引理）设
kd RRTxtu →×],0[:),( 是一个连续的非随机函数且有连续

的偏导数 tu ，
ixu ，

ji xxu ，其中： 

),,( xtu
t

ut ∂
∂

=  

dixtu
x

u
i

xi
,...,2,1),,( =

∂
∂

=  

djixtu
xx

u
ji

xx ji
≤

∂∂
∂

= ,),,(  

假定随机过程
dRTtxtx →Ω×= ],0[:),()( ω 的随机微分为： 

)()()()( tdztdttftdx σ+=  

其中
dRTtftf →Ω×= ],0[:),()( ω 关于 ),( ωt 可测，即二元可测，且： 

md RRTtt ×→Ω×= ],0[:),()( ωσσ  

这 里 的 σ 是 一 )( md × 矩 阵 值 函 数 ， 在 ],0[ T 上 非 预 期 ， 后
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mRTtztz →Ω×= ],0[:),()( ω 为m维维纳过程。令 ))(,()( txtuty = ，那么，过程 )(ty 在

],0[ T 上有随机微分，且： 

)()())(,(

])]()())[(,(
2
1

)())(,())(,([)(

tdzttxtu

dttttxtu

tftxtutxtutdy

x

i j
ijxx

xt

ji

σ

σσ

+

′+

+=

∑∑  （4.11） 

至此，一般 oIt ˆ 引理叙述完毕。注意，双重求和也可记成： 

)()()( xxxx
i j

ijxx utrutru
ji

σσσσσσ ′=′=′∑∑  

其中
ji xxxx uu = 是一个 )( dd × 矩阵。于是 )(tdy 的另一种表达式为： 

dtutrtdxudtutdy xxxt )(
2
1)()( σσ ′++=  

   下面，通过强调三点，扼要地重述一下这一节内容。 

第一， oIt ˆ 引理是一个有用的结果，因为它使我们能够计算那种以具有随机微分的随机

过程作为自变量的任意函数的随机微分。在这一点上， oIt ˆ 公式与普通微积分的连锁规则一

样有用。 

第二，已知 )(tx 是一个关于维纳过程 )(tz 的 oIt ˆ 随机过程，令 ))(,()( txtuty = 为一个

新过程，那么 oIt ˆ 公式给出 )(ty 的随机微分，且 )(tdy 由同一个维纳过程给出。 

第三， 审查 oIt ˆ 引理的证明，可见它由高等微积分中的 Taylor 定理的应用和为了建立

合适的积分收敛性所需的几个概率命题组成。因此，读者可以运用 Taylor 定理得到 oIt ˆ 公
式，不必记住特殊的结果。下面以三种情形来说明这一点。 

情形 1：它对应一般 oIt ˆ 公式。已知： 

dRTtf →Ω×],0[:),( ω  

md RRTt ×→Ω×],0[:),( ωσ  

mRTtz →Ω×],0[:),( ω  

它们满足 oIt ˆ 引理的假设。过程 )(tx 有随机微分： 

)()()()( tdztdttftdx ririi σ+=  

其中 di ,...,2,1= ，且 mr ,...,2,1= 。我们定义： 

kd RRTtxtuty →×= ],0[:))(,()(  
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注意，三个过程值域的相容性： 

)()()()(
)()()()(
111 RRRRRRRR

tdztdttftdx
mmddd ××××

+= σ
 

现在运用 Taylor 定理，作必要的代换，重新组织各项，得（注意，t被省去，求和从 1 到d ）： 

。dzudtufuu

dzudtufdtudtu

zddzudzudtfudtu

dzdtfdzdtfu

dzdtfudtu

dxdxudxudtutdy

xijxxxt

xijxxxt

rrjrirxxrirxixt

rjrjririxx

ririxt

jixxixt

ji

ji

jiii

ji

i

jii

σσσ

σσσ

σσσ

σσ

σ

+′++=

+′++=

′′+++=

+++

++=

++=

∑∑

∑∑

∑∑∑∑

∑∑

∑
∑∑∑

)][
2
1(

][
2
1

][
2
1

))((
2
1

)(
2
1)(

 

注，推导过程中用到下列乘法规则： 

时当

时当

qrdtdzdz

qrdzdz
dzdt

dtdtdt

qr

qr

r

==×

≠=×

=×
==×

0
0

0)( 2

 

情形 2：  这里，我们部分地特殊化情形 1 的结果，假设： 

，dRTtf →Ω×],0[:),( ω  

,],0[:),( dRTt →Ω×ωσ  

，1],0[:),( RTtz →Ω×ω  

同时，设过程 )(tx 有随机微分： 

，ditdztdttftdx iii ,...2,1),()()()( =+= σ  

定义： 

。RRTtxtxtutxtuty d
d →×== ],0[:))(),...(,())(,()( 1  

注意，维数的相容性： 

)()()()(
)()()()(

11111 RRRRRRRR
tdztdttftdx

ddd ××××

+= σ
 

与情形 1 一样，运用 Taylor 定理，作必要的代换，重排各项，并利用乘法规则： 
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0;)(;0)( 22 =×== dzdtdtdzdt  （4.12） 

得（求和从 1 到d ； t被省略）： 

。dzudtufuu

dtudzudtfudtu

dzdtfdzdtfudzdtfudtu

dxdxudxudtutdy

ixjixxixt

jixxixixt

jjiixxiixt

jixxixt

ijii

jiii

jii

jii

)()
2
1(

]
2
1

))((
2
1)(

2
1)(

∑∑∑

∑∑∑∑

∑∑∑

∑∑∑

+++=

+++=

+++++=

++=

σσσ

σσσ

σσσ
 

情形 3：进一步特殊化情形 2，假设 f 和σ 都是实值函数。这是 oIt ˆ 引理所陈述的一种情形。

我们直接计算： 

dzudtufuu

dtudzufdtudtu

dzfdtudzfdtudtu

dxudxudtutdy

xxxxt

xxxxt

xxxt

xxxt

σσ

σσ

σσ

+++=

+++=

++++=

++=

)
2
1(

2
1

)(
2
1)(

)(
2
1)(

2

2

2

2

 

这就是 oIt ˆ 引理的结果。注意，为了产生： 

dtdzfdt 22)( σσ =+  

运用了（4.12）中的乘法规则。 

5． 例题 

    第三章和第四章将给出几个来自经济学与金融学的例子，来说明 oIt ˆ 引理的应用。这里

给出一些纯数学意义的 oIt ˆ 引理的例子。 

例 1：设
atextxuty )0()),0(()( == 且 dttaxtdx )()( = 其中a为非零实数，那么： 

dteax

dxudxudtutdy

at

xxxt

)0(

)(
2
1)( 2

=

++=
 

即 )(ty 是方程 dttaxtdx )()( = 的解。 

例 2 ： 假 设
)())(()( txetxuty == 且 0)0( )0( >= xey ， 又 设
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)()()(
2
1)( 2 tdztdtttdx σσ +−= ，由 oIt ˆ 引理，得： 

)()(

)()()()(

)]()()([

)]()()([

)]()()([

))(()()(

)(

2)(
2
1)(2)(

2
1

22
2
1)(

2
1

22
2
1)(

2
1

2
2
1)(

2
2
1

tdzte

dttetdztedtte

tdztdtte

tdztdtte

tdztdtte

tdxutdxudtutdy

tx

txtxtx

tx

tx

tx

xxxt

σ

σσσ

σσ

σσ

σσ

=

++−=

+−+

+−+

+−=

++=

 

这里指出： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+−=

=

∫∫
tt

tx

sdzsdssy

eyty

00

2
2
1

)(

)()()(exp)0(

)0()(

σσ
 

满足 )(tdy 的方程，对一切 ],0[ Tt ∈ 。 

例 3：假设
)())(()( txetxuty == ，其中 )()( 2

1 tdzdttdx +−= ，且 0)0( =x 。运用 oIt ˆ 引理，

得： 

)(

)]([)]([

)]([)()(

)(

2
2
1)(

2
1

2
1)(

2
2
1

tdze

tdzdtetdzdte

tdxutdxudtutdy

tx

txtx

xxxt

=

+−++−=

++=

 

这是例 2 的特例。它说明,给定随机微分方程： 

)()()()( )( tdztytdzetdy tx ==  （5.1） 

其中初始条件 1)0( )0( == xey ，它的解为： 

{ })(exp1)( 2
1 tztty +−=

 
（5.2） 

这个结果很有用，它揭示了常微分方程与随机微分方程的差别。如果（5.1）是一个常微分

方程，那么它的解应是 )](exp[)( tzty = ，与（5.2）不同。 

例 4：假设 )(),()( 21 ttzxxuty == 且 )()(,)( 21 tdztdxdttdx == ，由 oIt ˆ 引理，计算得： 

)()(
])()([)()(

)()()()(

2
1

2
1

ttdzdttz
dttdztdtdzttdzdttz

tdxtdxutdxudtutdy jixxixt jii

+=

+++=

++= ∑∑∑
 

例 5：假设 2121 ),()( xtxxxuty == ，且： 
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)()()(
)()()()(

22

111

tdzttdx
tdztdttftdx

σ
σ

=
+=

 

运用 oIt ˆ 公式，计算得： 

。dztxtxdttftxxx
dttdtt

dztxdzdtftxdtxx
tdxttdxtdxttdx

tdxtxtdxtxdtxx

tdxtdxutdxudtutdy jixxixt jii

)()(
][

][
)]()()()([

)()(

)()()()(

2112211221

21212
1

2111221

12212
1

211221

2
1

σσσσ
σσσσ

σσ

++++=

++

+++=

++

++=

++= ∑∑∑

 

例 6：假设 ))(())(()( tzutxuty == ，其中 u 关于 x 二次连续可微， 0)0()0( == zx 且

)()( tdztdx = 。由 oIt ˆ 公式，得： 

dttzutdztzu
tdxutdxudtutdy xxxt

))(()())((
)]([)()(

2
1

2
2
1

′′+′=

++=

 

（5.3） 

这里符号 ””和““ "' 表示通常的导数。如果把（5.3）写成积分形式，那么它变成： 

∫∫ ′′+′+==
tt

dsszusdzszuutzuty
0

2
1

0

))(()())(()0())(()(
 

（5.4） 

从（5.4）中，解出右边的第二项，得： 

∫∫ ′′−−=′
tt

dsszuzutzusdzszu
0

2
1

0

))(())0(())(()())((
 

（5.5） 

方程（5.5）通常叫做 oIt ˆ 随机积分基本定理。它是非常有用的，因为它把（5.5）左边的随

机积分表示成了普通积分。 

    上面的例子只是在数学领域展示了 oIt ˆ 引理的应用，可能与经济分析中的应用相差甚

远。然而，人们已经发现 oIt ˆ 引理在经济学和金融中的许多应用。这里，我们提及三个大的

应用领域：第一，现代衍生资产定价理论。主要的模型是著名的 Black & Scholes 期权定价

公式。第二，在随机场合中，适当的预算约束的阐述。主要的模型是 Merton 关于 优消费

和投资组合的工作。第三， 优随机控制问题的描述和分析。这一点将在本章第 10 节进行

举例说明。 

6． 随机微分方程 

    在这一节中，我们研究保证 oIt ˆ 型随机微分方程解存在且唯一的条件。这种方程首先在

上面的第 2 节的（2.12）式中被引入。回忆一下，这种方程能转换成如（3.4）式的积分方

程，也正是（3.4）式，促使了随机积分的发展。 
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    考虑概率空间 ),,( PFΩ 和区间 ],0[ T ，当然也可以是 ),0[ ∞ ，把 oIt ˆ 随机微分方程写成： 

)())(,())(,()( tdztxtdttxtftdx σ+=  （6.1） 

初始条件为： 

ccx == )(),0( ωω  （6.2） 

方程（6.1）和（6.2）定义了一个随机初值问题，它能表示成一个随机积分方程： 

∫∫ ++=
tt

sdzsxsdssxsfctx
00

)())(,()(,()( σ
 

（6.3） 

同前面一样， )(tx 是一个实值随机过程， f 和σ 是定义在 RT ×],0[ 上实值可测函数， )(tz

是一个维纳过程。我们假设 )(tx 为 −tF 可测，且对一切 0≥t ， tF 必须与由 tu zz − ， tu ≥

生成的 −σ 域相互独立。这里，选择 tF 为使得初始随机变量 )(ωc 和随机变量 sz ， ts ≤ 可

测的 小 −σ 域就足够了。现在，我们准备给出定义。 

称随机过程 )(tx 是（6.1）和（6.2）的解，即一个 oIt ˆ 随机微分方程在 ],0[ T 上的解。

如果它满足下面的三个性质： 

（1） )(tx 是 −tF 可测的，即对于 ],0[ Tt ∈ 非预期。 

（2）函数 f 和σ 使得以概率 1 有： 

∞<∞< ∫∫
TT

dttxtdttxtf
0

2

0

))(,())(,( σ且  

（3）对一切 ],0[ Tt ∈ ，以概率 1地有（6.3）式成立。 

    在随机微分方程的理论和应用中，从分析的角度来看，解的存在性和唯一性问题很重要。

通常，在研究随机微分方程模型解的各种概率性质之前，研究者的兴趣放在建立解的存在性

和唯一性。现在， 我们叙述随机微分方程解的存在性和唯一性定理。解的各种基本性质放

在下一节讨论。 

定理 6.1  考虑方程（6.1），初始条件由（6.2）给出且假定下列条件满足： 

（1） 函数 ),( xtf 和 ),( xtσ 对于 ],0[ Tt ∈ ， Rx∈ 有定义，且二元可测。 

（2） 存在常数 0>K ，使得对于 ],0[ Tt ∈ ， Rx∈ ， Ry∈ ，有： 

yxKytxtytfxtf −≤−+− ),(),(),(),( σσ
 （6.4） 

)1(),(),( 2222 xKxtxtf +≤+ σ
 

（6.5） 
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（3） （6.2）式中的初始条件 ),0( ωx 不依赖于 )(tz ，且 ∞<2),0( ωEx 。  那么，

方程（6.1）存在满足初始条件（6.2）的解 )(tx ，它以概率 1 唯一，以概率 1

地有连续样本轨道，且 ∞<2)(sup tEx
t

。 

    定理的证明过程参看 Gihman 和 Skorohod(1972,pp.40-43)。证明方法是利用

Picard-Lindelof 迭代（这一点与常微分方程所使用的相类似）和 Borel-Cantelli 引理。 

    很明显，该定理对于向量值函数 )(tx ， )(tz ， )(tf 和合适维数的矩阵值过程 )(tσ 也是

成立的。 

  方程（6.4）叫做 Lipschitz 条件，而（6.5）叫做增长限制条件。解的唯一性是指，如

果 )(1 tx 和 )(2 tx 是两个解，那么： 

1]0)()(sup[ 21 ==− txtxP
t  

（6.6） 

    注意，如果函数 ),( xtf 和 ),( xtσ 在 R×∞),0[ 上有意义，且在 ),0[ ∞ 的每一个有限区

间 ],0[ T 上，定理 6.1 的假设成立，那么我们说随机微分方程有一个定义在 ),0[ ∞∈t 上的全

局解。自治随机微分方程，即 )(),(),(),( xxtxfxtf σσ == ，就是这种情形。 

方程（6.4）成立的充分条件之一是函数 ),( xtf 和 ),( xtσ 对每一个 ],0[ Tt ∈ ，两者都有关

于 x 的一阶连续偏导数，且它们在 RT ×],0[ 上有界。 

作为（6.1）的特殊情况，考虑自治随机微分方程，它在 Gihman & Skorohod(1972,pp.106)

中处理过： 

)())(())(()( tdztxdttxftdx σ+=  （6.7） 

其中函数 )(xf 和 )(xσ 对所有 Rx∈ 有定义。假定 )(xf 和 )(xσ 满足下列条件： 

存在某一常数 0>K ，有 

)1()()( xKxxf +≤+ σ  （6.8） 

成立，同时，对于每一个 0>C ，存在一个正实数 CL 使得当 CyCx ≤≤ , 时，有： 

yxLyxyfxf C −≤−+− )()()()( σσ  （6.9） 

那么，对于每一个不依赖于 )(tz 的随机初始条件 )(ωc ，方程（6.7）存在满足初始条件的

唯一解。这个结果在许多产生自治随机微分方程的应用问题中被用到。在这个情况中，方程

（6.8）和（6.9）被用于建立解的存在性和唯一性。 
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后，我们考虑一类重要的随机微分方程，即线性方程。设 )(tx 一个 d 维过程，

d)(d)()( ×是和 tta σ 矩阵值函数， )(tz 是d 维维纳过程。考虑： 

)()()()()( tdztdttxtatdx σ+=  （6.10） 

初始条件 cx =)0( 。假定解的存在性和唯一性条件满足，那么问题是：在这种特殊情况下，

解是什么样子？我们说（6.10）在 ],0[ T 上的解有下列形式： 

])()()()[()(
0

1∫ −+=
t

sdzsscttx σφφ  （6.11） 

其中 )(tφ 是方程 

)()()( txtatx =&  （6.12） 

的基本解矩阵。让我们证明一下这一论断。从方程 

∫ −+=
t

sdzsscty
0

1 )()()()( σφ  （6.13） 

开始，把它写成微分形式： 

)()()()( 1 tdztttdy σφ −=  （6.14） 

从（6.11）和（6.13）可得： 

)()()( tyttx φ=  （6.15） 

现在，运用 oIt ˆ 引理，证明 )(tdx 有（6.10）的形式。为了这一点，要用到（6.15）和（6.14）

两个方程。 

。)()()()(
)()()()()(

0)()()()(

)]()][()([

)()]()([)]()([)(

2
2

2

2
1

tdztdttxta
tdztdttytta

tdytdttyt

tdytyt
y

tdytyt
y

dttyt
t

tdx

σ
σφ

φφ

φ

φφ

+=
+=

++=

∂
∂

+

∂
∂

+
∂
∂

=

&  

为了进一步阐明（6.11），考虑线性情况： 

)()()()( tdztdttaxtdx σ+=  （6.16） 

初值 cx =)0( 。这里，由于矩阵 a 是自治的，那么，从常微分方程理论得知，系统 )()( taxtx =&
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有基本解矩阵： 

，],0[,)( Tyet at ∈=φ  

其中
atet −− =)(1φ 。运用（6.11），得到： 

∫

∫

∫

−

−

−

+=

+=

+=

t
staat

t
asat

t

sdzsece

sdzsece

sdzsscttx

0

)(

0

0

1

)()(

])()([

)()()()[()(

σ

σ

σφφ

 

上述问题的更详细讨论以及另外的相关课题可参看 Arnold(1974)和 Gihman & 

Skorohod(1972)。 

7． 解的性质 

   在一定的条件下，常微分方程的解满足两个有名的性质：解关于参数和初值的依赖性和

解的可微性。自然地要问随机微分方程的解是否也满足类似的性质。 

   在本节中，我们将展示解关于参数和初值的依赖性成立，但解的可微性不成立。后者的

原因是：如果 )(tx 是 oIt ˆ 随机微分方程的唯一解，那么它依赖于维纳过程 )(tz ， )(tz 的处处

不可微性意味着 )(tx 的不可微性。然而，如果我们定义均方可微性，那么在一定的假设条

件下，可以证明 )(tx 是均方可微的。除了这两个性质外，随机微分方程另外满足一些概率

方面的性质，如：解是 Markov 过程，在一定的假设条件下解是扩散过程。现在，我们明确

地建立各种性质。 

考虑依赖于参数 p 的随机微分方程： 

)(),,(),,(),( tdzxtpdtxtpftpdx σ+=  （7.1） 

，PpTt ∈∈ ],,0[  其初始条件为 )()0,( pcpx = ，其中 P 为参数集。用 ),( tpx 表示（7.1）

的解，设 Pp ∈0 ，下述定理确立了解关于参数的依赖性。 

定理 7.1  设 ),( tpx 是（7.1）的解。假设对所有 p ， ),,( xtpf 和 ),,( xtpσ 满足存在性和

唯一性条件，即满足（6.4）与（6.5）。同时还假定： 

（1）当 0pp →
时，

；)()( 0pcpc P⎯→⎯
 （7.2） 

（2）对于每一个
],0[,,0 TtNxN ∈≤>
,当 0pp →

时， 
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；0)),,(),,(),,(),,((suplim 00 =−+− xtpxtpxtpfxtpf
x

σσ  

（3）存在一个与 p 无关的常数 K ，使得对于 ],0[ Tt ∈ 有： 

2222 )1(),,(),,( xKxtpxtpf +≤+ σ  

那么，当 0pp → 时，有： 

0),(),(sup 0 ⎯→⎯− P

t
tpxtpx  （7.3） 

定理的证明过程参见 Gihman & Skorohod(1972, pp. 54-55)。  作为定理 7.1 的特例，

假定函数 f 和σ 不依赖于参数 p ，即： 

[ ]Tttdzxtdtxtftpdx ,0),(),(),(),( ∈+= σ  （7.4） 

初始条件 )()0,( pcpx = 。这里，我们仍然让初始条件依赖于参数 p 。作为定理 7.1 的推论，

我们得到解对初值的随机连续依赖性，即对于方程（7.4），如果假定解的存在性和唯一性，

那么（7.2）意味着（7.3）。 

现在，我们定义随机过程的均方微分。设 ],0[),( Tttx ∈ ，为随机过程。令 ],0[ Tu∈ 是

一特定的点。我们称 )(tx 在 ut = 处均方可微，随机变量 )(uy 是它的导数，如果当 0→h 时

有： 

0)(/)]()([ 2 →−−+ uyhuxhuxE  

  我们把上述定义运用于带参数的随机过程。过程由下式给出： 

∫∫ ++=
t

s

t

s

vdzcvsxvdvcvsxvfcctsx )()),,(,()),,(,(),,( σ  （7.5） 

其中 ,0],,[ TtsTsv ≤≤≤∈ 且 Rccssx ∈=),,( 。一个自然会产生的问题是：在什么条件

下，（7.5）中的 ),,( ctsx 关于初值 c 均方可微？下列定理给出了答案。 

定理 7.2  假定（7.5）中的 f 和σ 关于 ),( xt 连续，关于 x 的一阶和二阶偏导数有界，那么，

对于给定的 ],[, Tsuut ∈= ，解 ),,( cusx 关于 c 二次均方可微，且： 

。∫

∫

∂
∂

+

∂
∂

+=
∂
∂

u

s
x

u

s
x

vdzcvsx
c

cvsxv

dvcvsx
c

cvsxvfcusx
c

)(),,()),,(,(

),,()),,(,(1),,(

σ
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本定理的证明及其推广参看 Gihman & Skorohod(1972), pp. 59-62)。下面我们回忆

Markov 过程的定义并证明随机微分方程解是 Markov 过程。 

称定义在概率空间 ),,( PFΩ 上的实值随机过程 ],0[),( Tttx ∈ ，是一个 Markov 过程，

如果对于 Tts ≤≤≤0 ，每一个 ℜ∈B ，以概率 1 使下列方程成立： 

。))]((|)([]|)([ sxBtxPFBtxP s σ∈=∈  

这里，ℜ表示 R 的 Borel σ− 域， 时生成的在表示由 ],0[)( TssxFs ∈ −σ 域, ))(( sxσ

表示由单个随机变量 )(sx 生成的 −σ 域。简言之，上述定义表明对于 Markov 过程，当现在

已知时，过去与将来在统计上相互独立。对于一个 Markov 过程 )(tx ，从条件概率理论，我

们得到转移概率函数的存在性，用 ),,,( BtxsP 表示。它的意义是在给定 ssx =)( 的条件下，

Btx ∈)( 的概率，其中， Tts ≤≤≤0 。 

定理 7.3  考虑随机微分方程（6.1）和初始条件（6.2），假定存在唯一解 ],0[),( Tttx ∈ 。

那么 )(tx 是一个 Markov 过程，其在 0=t 处的初始概率分布为c，转移概率由 

])(|)([),,,( xsxBtxPBtxsP =∈=  

给定。 

   定理的证明过程参看 Arnold(1974, pp. 147)。扩散过程是一种特殊的 Markov 过程，我

们称具有几乎必然连续样本轨道的实值 Markov 过程 ],0[),( Tttx ∈ 为扩散过程。如果对于每

一个 RxTs ∈∈ ],,0[ 和 0>ε ，它的转移概率函数 ),,,( BtxsP 满足下列三个条件： 

（1） ∫ >−↓
=

− εxyst
dytxsP

st
0),,,(1lim  （7.6） 

（2）存在一个实值函数 ),( xsf ，使得： 

∫ ≤−↓
=−

− εxyst
xsfdytxsPxy

st
),(),,,()(1lim  （7.7） 

（3）存在一个实值函数 ),( xsh 使得： 

),(),,,()(1lim 2 xshdytxsPxy
st xyst

=−
− ∫ ≤−↓ ε

  （7.8） 

注意， f 叫做趋势系数，h叫做扩散系数，它们从条件（2）和（3）得到。条件（1）是说

在短期内 )(tx 发生大的变化是不可能的。 
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定理 7.4 考虑带有初始条件（6.2）的随机微分方程（6.1）。假定存在唯一解 ],0[),( Tttx ∈ ，

还假定函数 f 和σ 关于 t连续，那么解 )(tx 为扩散过程，趋势系数为 ),( xtf ，扩散系数为

),(),( 2 xtxth σ= 。 

   这个结果的证明见 Arnold(1974,pp.153)。 

   定理 7.4 的作用可以解释如下。注意，从扩散过程的定义可见，对于定义趋势系数 ),( xtf

和扩散系数 ),( xth ，转移概率系数 ),,,( BtxsP 起决定性的作用。随之而来的问题是：假定

一个扩散过程是由系数 f 和h给定，能否从 f 和h得到 ),,,( BtxsP ？答案是肯定的。实际

上，扩散过程的确定性是：在一定的条件下，转移概率 ),,,( BtxsP 由系数 f 和h唯一决定。

这个事实令人吃惊，因为 f 和 h只涉及一阶和二阶矩。而一阶和二阶矩，通常不足以定义

分布。因此，给定一个满足定理 7.4 的假设的随机微分方程，它的解是一个扩散过程，在一

定的条件下，我们能得到其转移概率，而不需要真正地求出显式解。如何做到这一点呢？要

回答这个问题，我们需要以下一些定义并陈述有关的定理。 

   对于每一个具有系数 diff i ,...,2,1),( == 和 djihh ij ,...,2,1,),( == 的扩散过程，我们

指定一个二阶微分算子： 

∑∑∑ ∂∂
∂

+
∂
∂

=
i j ji

ij
i i

i xx
xsh

x
xsfD

2

2
1 ),(),(

 

（7.9） 

对于每一个二次偏可微函数 ),(xg 可以形式地写下 Dg 。如果 f 和h为实值，那么（7.9）

变成： 

2

2

2
1 ),(),(

dx
dxsh

dx
dxsfD +=

 
（7.10） 

用 xsE , 表示在时刻 xs, 处的条件数学期望。在我们的分析中，下列定理是重要的。 

定理 7.5 假定 ],0[),( Tttx ∈ 是一个 d 维扩散过程，具有连续的系数 ),( xsf 和 ),( xsh ，且

（7.6），（7.7）和（7.8）中的条件（1）、（2）、（3）对于 ],0[ Ts∈ 一致成立。设 )(xg 是一

个连续、有界的实值函数，使得对于 tts ，< 固定， dRx∈ ，有： 

∫==
dRxs dytxsPygtxgExsu ),,,()())((),( ,

 
（7.11） 

假定u 有连续有界的偏导数： 
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dji
xx
u

x
u

jii

≤≤
∂∂

∂
∂
∂ ,1;;

2

， 

那么， ),( xsu 关于 s 可微，且满足偏微分方程： 

0=+
∂
∂ Du

s
u

 
（7.12） 

边界条件为当 ts → 时， )(),( xgxsu = 。 

   定理的证明见 Gihman & Skorohod(1969, pp. 373)。方程（7.12）叫做 Kolmogorov 向

后方程，因为微分是关于后向变量 s 和 x求的，其中 yxts << , 。Kolmogorov 向后方程使

我们能确定 ),,,( ytxsP 。首先，如果知道了（7.11）,那么 ),,,( ytxsP 唯一决定。其次，如

果对于连续有界实值函数 g ，（7.12）有唯一解，那么，对于给定的 f 和h，我们能计算出

),( xsu ，然后再从它之中计算出 ),,,( ytxsP 。更特别地，对于随机微分方程，下列结果是

定理 7.5 的推论。 

定理 7.6  假定带有初始条件（6.2）的方程（6.1）满足定理 7.4 的条件，因此它有唯一解

)(tx ，且 )(tx 是一个扩散过程。仍假定 f 和σ 具有连续有界的关于 x的一阶和二阶偏导数。

又设 )(xg 为连续有界的实值函数，且具有连续有界的一阶和二阶导数。对于 Tts ≤≤≤0 ，

Rx∈ ，令： 

)),,((),( , xtsxgExsu xs=  

那么u 和u 关于 x的一阶、二阶偏导数以及u 关于 s 的偏导数连续有界且满足方程： 

)(),(,0),(),( xgxsutsxsDuxsu
s

→→=+
∂
∂

时当  

证明从定理 7.5 得出。这个结果显示随机微分方程及其解的研究与形如（7.12）的二

阶偏微分方程的研究有密切关系。 

  对于形如（6.7）那样的特殊自治随机微分方程，由定理 7.3 和 7.4 的推论我们立即得

出，它们的解是 Markov 过程，而且是扩散过程。 

   本节的 后一个结果是关于解的矩的。 

定理 7.7  考虑带有初始条件（6.2）的随机微分方程（6.1），假定它有唯一解。同时假定： 

∞<ncE 2
， 

其中n是正整数。那么（6.1）的解 ],0[),( Tttx ∈ ，满足： 

，Ctnn ecEtxE )1()( 22 +≤  
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Ctnn tecEDctxE )1()( 22 +≤−  

其中 DKnnC ,)12(2 2+= 为只依赖于 Tn, 和（6.4）中的 K 的常数。 

证明参见 Arhold（1974，pp.116-118）。 

8． 点均衡和稳定性 

   平衡解是随机微分方程的一个特解，它在许多应用问题中起重要作用。 

   考虑方程（6.1），对于 ],0[ Tt ∈ 有定义。如果存在一个非随机的常数 c 使得对所有

],0[ Tt ∈ ，有： 

0),(),( == ctctf σ  （8.1） 

而对于所有的 ],0[ Tt ∈ ，以概率 1 有 ctx =),( ω ，那么，我们说c是一个点平衡解或者简

称平衡解。这个概念的另一个术语是平稳点或稳态点。注意，在定义中，指定c（如果它存

在）为非随机常数，或等价地称为单点分布。 

存在有许多其他的平衡解概念的定义，有关这些定义的综述，读者可查阅

Majumdar(1975)。一个与上面所述的不同的定义在下一节里给出。 

假定 oIt ˆ 型自治随机微分方程 

],0[)())(())(()( Tttdztxdttxftdx ∈+= σ  （8.2） 

存在平衡解。在本节中，我们将研究形如（8.2）的自治随机微分方程平衡解的稳定性。为

了方便和不失一般性，我们假定0 是一个平衡解。为了使读者熟悉两种方法，我们使用两种

方法讨论随机稳定性，尽管它们产生相同的结果。两种方法分别叫做 Gihman-Skorohod 方法

和 Liapunov-Kushner 方法。 

8.1  Gihman-Skorohod 方法 

对该方法的陈述在 Gihman-Skorohod(1972, pp.145-151)中。 

考虑方程（8.2），假定对于 [ )∞∈ ,0t ，0 是唯一的平衡解，且： 

0)0()0( == σf  （8.3） 

我们说 −0 平衡是稳定的，如果对于任意的 0>ε ，存在一个 0>η ，使得如果 η<x ，那

么，当 ∞→t 时，有： 

ε−≥= 1]0)([lim txP  （8.4） 
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这里 ),0( ωxx = ，即 x是初始条件，且在（8.4）中，其概率是关于 x的条件概率。如果对

于任意的 0>ε ，存在一个 0>η ，使得（8.4）只对 ),0( η∈x 或者 )0,( η−∈x 成立，则我

们相应地称 −0 平衡是右稳定或者左稳定。 

下面的定理给出了稳定性的条件。 

定理 8.1  假定对于方程（8.2）条件（8.3）成立，且存在一个 0>η ，使得

ησ <<> xx 0,0)( 。那么，（1）右稳定、（2）左稳定和（3）两边稳定的充分条件分别为：

对于某个 0>η ，有（1） ∞<1I ；（2） ∞<2I 和（3） ∞<+ 21 II 。其中： 

∫ ∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
η η

σ0
21 )(

)(2exp dudy
y
yfI

u  （8.5） 

∫ ∫
− − ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧
−=

0

22 )(
)(2exp

η ησ
dudy

y
yfI

u

 

（8.6） 

   定理的证明见 Gihman & Skorohod(1972, pp. 146-148)，本定理是有用的，因为它把稳

定性的研究简化成（8.5）和(8.6)的计算。 

   有时候，要证实一个平衡解的稳定性很困难，因为给定的模型可能没有这种性质。在这

种情况下，研究人员也许会研究方程的解是否有界。在许多应用中，解的有界性是仅次于随

机稳定性的 需要性质。因此，正如下一个定理所述，利用类似（8.5）和（8.6）的方程来

建立有界性是不足为奇的。 

定理 8.2  假定方程（8.2）和初始条件 cx =)0( 有唯一解，用 )(tx 表示，而且对于 Rx∈ 有

0)( >xσ 。令： 

∫ ∫
∞− ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=

x u

dudy
y
yfI

0
21 )(

)(2exp
σ

 （8.7） 

∫ ∫
∞

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=

x

u

dudy
y
yfI

0
22 )(

)(2exp
σ

 

（8.8） 

如果 ∞<)(1 xI 和 ∞=)(2 xI ，那么对于 ],0[ Tt ∈ ， 1]),(sup:[ =∞<ωω txP
t

。 

   这个定理的证明见 Gihman & Skorohod(1972,pp.119)。 

   现在，我们陈述 Liapunov-Kushner 方法的基本内容。 

8.2  Liapunov-Kushner 方法 

该方法是由 Kushner(1967,pp.27-76)发展的，它是确定性的 Liapunov 间接稳定性方法
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的推广。叙述主要定理之前，我们先介绍一些预备概念。 

第一，我们引进一个函数 )(xV ，它起 Liapunov 函数的作用，其性质在定理 8.3 中描

述。 

第二，定义集合 { }∞<<≡ mxVxQm )(: ，且假定 mQ 是有界集。 

第三， )(xVDm 是由（7.10）给出的微分算子。它相当于在确定稳定性中的轨道导数，

代表过程 ))(( txV 在 t时刻给定 xtx =)( 的平均时间变化率。于是，对于形如（8.2）那样的

方程，我们有： 

2

2
2

2
1 )()()()()(

dx
sVdx

dx
xdVxfxVDm σ+=

 
（8.9） 

定理 8.3  设 )(tx 是（8.2）的唯一解， )(xV 是一个有界连续非负函数，且在 mQ 中有有界

连续的一阶和二阶导数。如果在 mQ 中有 0)( ≤xVDm ，那么 xtx →)( ，其中 x 至少以

mxV /)(1− 的概率属于集合{ } 。mm QxVDx ∩= 0)(:  

   这个定理的证明见 Kusher(1967, pp.42)为了演示定理 8.3，我们来看由 Kusher(1967, 

pp.55-56)给出的一个简单例子。设 )(tx 是形如 

xdzaxdtdx σ+=  （8.10） 

的 oIt ˆ 方程的解。取
2)( xxV = ，那么，对每一个集合 { }∞<<= mxxQm

2: ， )(xV 非负，

有界且在 mQ 中具有有界的一阶、二阶导数。运用（8.9），得到 

)2()(22)( 222
2
1 σσ +=+= axxxaxxVDm  

如果 02 2 <+σa ，那么 0)( ≤xVDm 。于是根据定理 8.3，有 1..,0)( pwtx → ，因为m 可

以任意大。 

后，作两点注释是适宜的。第一，两种稳定性方法得到的结果表明， oIt ˆ 方程的解不

只是逗留在 −0 平衡解的小邻域内，而是真正趋于 −0 平衡解。在专业技术上，我们把这种

稳定刻画为局部渐近随机稳定。如果 −0 平衡是稳定的，且对于任意的非随机的初始条件

Rx∈ ，有 1..,0)( pwtx → ，那么我们说该 −0 平衡是全局渐近稳定的，或者说大范围随机

稳定性成立。 

第二，如同确定性情况一样，在求证稳定性的过程中，找一个合适的 Liapunov 函数通

常很困难。对于形如（8.2）的 oIt ˆ 方程，Kushner(1967, pp. 60-61)曾叙述过一种将会在

下面介绍的方法。类似的方法 Feller(1954)也作过陈述。在叙述这种方法时，注意它与
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Gihman-Skorohod 方法的相似之处，特别是与方程（8.5）式的相似。 

假定 Liapunov 函数 )(xV 存在，且有 0)0( =V ， 0)( >xV 对于 0≠x 。设 )(xV 为连续、

有界函数，且有有界、连续的一阶和二阶导数，使得 )(xVDm 在某一个有界开集 mQ 中有定

义，且（8.9）式成立。设： 

0)()()()()( 2
2
1 ≤+= xVxxVxfxVD xxxm σ  （8.11） 

由（8.11）我们得到： 

)(
)(2

)(
)(

2 x
xf

xV
xV

x

xx

σ
−≤  （8.12） 

当等式严格成立时，满足（8.12）的函数是： 

∫ ∫
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−=

x u

dudy
y
yfxV

0 0
2 )(

)(2exp)(
σ

 （8.13） 

只要（8.13）中的积分存在。因此，在 Gihman-Skorohod 方法中使用的方程（8.5）和（8.6）

起 着 Liapunov 函 数 的 作 用 。 稳 定 性 的 进 一 步 研 究 参 考 Ladde & 

Lakshmikanthan(1980,pp.56-91)。 

9． 平稳分布的存在性 

   平稳分布（或者稳态分布，均衡分布）的概念是较前一节讨论的平衡解更广泛的概念。

这样的平稳分布可从随机微分方程的解中得到，它是一个不依赖于时间的随机变量，即

)(),( ωω xtx = 。 

   随机微分方程的平稳分布的存在性问题，在数学文献中只解决了某些特殊情况。该领域

中的一些先驱性工作包括 Feller（1954）、Tanaka（1957）和 Khas’minskii（1962）等等。他

们获得的结果总结在 Mandl（1968）的书中，且 Bourguignon（1974）和 Merton（1975a）把

它应用于经济学中。下面，我们将陈述形如（8.2）的自治 oIt ˆ 随机微分方程的平稳分布的存

在性条件。下一章，我们将利用该结果得到不确定情况的新古典主义经济增长模型的平稳分

布。 

   考虑方程（8.2），假设 )(xf 和 )(xσ 在 ),0[ ∞ 中连续可微，在 ],0( ∞ 上 0)( >xσ ，且（8.3）

式成立。从定理 7.4 我们知道，（8.2）的解 )(tx 是一个取值于 ],0[ ∞ 的扩散过程。进一步，

区间 ],0[ ∞ 的端点是吸收状态，即如果 0)( =tx ，那么对于 tu > 0)( =ux ，类似地，如果

∞=)(tx ，那么对于 tu > ， ∞=)(ux 。 

    一般地，在下列意义下，平稳分布总是存在的：（1）在边界点之一， x 被吸收。（2）在
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区间 ),0( ∞ 上它有有限密度函数。（3）它有（1）和（2）的离散的概率混合。可能性（2）

是一个非平凡的情况，在已叙述的假设下，它对于（8.2）十分重要。然而，要注意在情况

（2）中，边界点是不可及的，即当 0→ε 时： 

0])([ →≤ εtxP  （9.1） 

同时： 

0]/1)([ →≥ εtxP  （9.2） 

（9.1）和（9.2）成立的充要条件是（9.3）—（9.5）式成立。 

∞=∫
x

duuI
0

2 )(  （9.3） 

∞=∫
∞

x

duuI )(2  （9.4） 

∞<∫
∞

0
1 )( duuI  （9.5） 

其中 )(1 uI 和 )(2 uI 定义如下： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

= ∫
u

dy
y
yf

u
uI

0
221 )(

)(2exp
)(

1)(
σσ

 

∫ ∫ ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=
u u

y

dudv
v
vf

u
uI

)(
)(2exp

)(
1)( 222 σσ

 

如果条件（9.3）—（9.5）满足，那么平稳分布存在，用 )(xπ 表示，它由下式给出： 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

= ∫
x

dy
y
yf

x
mx

)(
)(2exp

)(
)( 22 σσ

π  （9.6） 

选择常数m 使得 1)(
0

=∫
∞

dxxπ 。 

10． 随机控制 

   在这一节里，我们建立几个有关随机控制的命题，它们在经济学中已得到应用。这里的

分析是直观的，严格的分析参看 Fleming 和 Rishel（1975）。 

考虑问题： 
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∫
∞

−

⋅
=∞

t

s
tv

dssvskueEttkJ ))(),((max),),((
)(

ρ  （10.1） 

S.t.  

给定， )()())(),(())(),(()( tktdztvtkdttvtkTtdk σ+=  （10.2） 

这里， ),()( ωtvtvv == 是控制变量， ),()( ωtktkk == 是状态变量， 0≥ρ 是关于将来效

用的折扣，u 表示效用函数，T 是技术的趋势成份，σ 是扩散成份。注意， tE 表示关于 )(tk

和 )(tv 的条件数学期望。（10.1）和（10.2）描述的问题类似于 Arrow 和 Kurz（1970,pp.27-51）

所研究的随机问题。解决问题的标准方法，如同 Arrow 和 Kurz 一样，是 Bellman 优原理。

即，一个 优策略应有这样的性质：无论初始决策所产生的状态是什么，剩下的决策对于由

初决策所产生的状态而言，必须构成 优决策。参见 Bellman（1957,pp.83）。这里讨论无

折扣、有限水平的情况，即 0=ρ 和 ∞<N 。如下面指出的一样，这种情况将进一步细分

成某些子情况。 

10.1 一维情况的 大值原理 

    考虑（10.1）和（10.2）的特殊情况： 

∫=
N

t
tv

dsvkuENttkJ ),(max),),((  （10.3） 

给定， )(),(),()( S.t. tkdzvkdtvkTtdk σ+=  （10.4） 

利用 Bellman 的动态规划方法，问题（10.3）和（10.4）可以如下分析： 

)]()())((

)(

),),(())(),(([max

)],),((),([max

),),((),(max

),(max),(max

),(max),),((

2
2
1

2
2
1

totJtkJ

kJtJkJ

NttkJttvtkuE

NttttkJdsvkuE

NttttkJdsvkuE

dsvkuEdsvkuE

dsvkuENttkJ

ttkt

kktk

tv

tt

t
tv

tt

t
tv

N

tt
ttv

tt

t
tv

N

t
tv

Δ+Δ+ΔΔ+

Δ+Δ+Δ+

+Δ=

Δ+Δ++=

Δ+Δ++=

+=

=

∫

∫

∫∫

∫

Δ+

Δ+

Δ+
Δ+

Δ+

 （10.5） 
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注意，为了得到（10.5）式使用了 Taylor 定理，并且假设 J 在某一个含有连接两点 )),(( ttk

和 )),(( ttttk Δ+Δ+ 的线段的开集中，有小于 3 阶的连续偏导数。把（10.4）近似写为： 

)(),(),( tozvktvkTk Δ+Δ+Δ=Δ σ  （10.6） 

把（10.6）代入（10.5）。回顾第二章方程（4.12）中的乘法原则，得： 

。)](

)())(),(([max0 2
2
1

tozJ

tJJTJttvtkuE

k

kktktv

Δ+Δ+

Δ+++Δ=

σ

σ
 （10.7） 

为了符号方便，令： 

zJtJTJJJ kkkkt Δ+Δ++=Δ σσ ][ 2
2
1  （10.8） 

利用（10.8），方程（10.7）变为： 

)]())(),(([max0 toJttvtkuEtv
Δ+Δ+Δ=  （10.9） 

方程（10.9）是一个偏微分方程，其边界条件如下： 

0),),(( =
∂
∂ NNNk

k
J

 （10.10） 

把（10.9）中的 tE 求到括号里面去，然后用 tΔ 除两边，令 0→Δt ，得： 

))](),(())(),(())(),(([max0 2
2
1 tvtkJtvtkTJJttvtku kkktv

σ+++Δ=  （10.11） 

方程（10.11）通常写成： 

))](),(())(),(())(),(([max 2
2
1 tvtkJtvtkTJttvtkuJ kkkvt σ++Δ=−  （10.12） 

它是随机控制理论中的有名的 Hamilton-Jacobi-Bellman 方程。 

    让我们进一步继续分析，定义共态变量 )(tp 如下： 

),),(()( NttkJtp k=  （10.13） 

从（10.13），立刻得出： 

kkk J
k
pp =
∂
∂

=  （10.14） 

利用（10.13）和（10.14），我们可以把（10.12）重写为： 

),,,(max
k
ppvkHJ

vt ∂
∂

=−  （10.15） 

其中 H 是（10.12）中括号内部的表达式的泛涵记号。接下来假定，（10.15）中的 大值问

题的解函数 v 存在，表示为： 

),,(00

k
ppkvv
∂
∂

=  （10.16） 

注意，
0v 只是沿 优轨道 )(tk 和 t 的函数，这是因为 kJ 只是 )(tk 和 t 的函数。在应用控制
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论文献中，特别是在经济应用中，
0v 叫做策略函数。假定策略函数

0v 存在，那么（10.15）

可以重写为： 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

=

∂
∂

=−

k
ppkH

k
pp

k
ppkvkH

k
ppvkHJ

vt

,,

,,,,,

),,,(max

0

0  （10.17） 

后这个方程（10.17）是（10.12）右边内部表达式在存在 优控制
0v 的假设下的泛涵记号，

即： 

),(
2
1),(),(),,( 02000 vk

k
pvkpTvku

k
ppkH σ

∂
∂

++=
∂
∂

 （10.18） 

根据上述分析，在本节中，我们的 终目的是推导、刻画状态变量和共态变量的随机微分方

程组，即找出 dk 和dp 的表达式。 dk 的表达是可以从（10.4）、（10.16）和（10.18）得到，

特别地： 

dzdtH

dz
k
ppkdt

k
ppkH

dzvkdtvkTdk

p

p

σ

σ

σ

+=
∂
∂

+
∂
∂

=

+=

0

0

00

),,(),,(

),(),(

 （10.19） 

注意，在（10.19）的推导过程中用到的 TH
p

H
p ==

∂
∂ 0

0

，可从（10.18）中得到。接下来我

们推导 dP的表达式。利用在（10.13）中给出的 )(tp 的定义、方程（10.4）和 oIt ˆ 引理，得： 

。dzJdtJTJJ

dzTdtJdzTdtJdtJ

dkJdkJdtJdp

kkkkkkkkt

kkkkkkt

kkkkkkt

σσ

σσ

+++=

++++=

++=

][

)()(

)(

2
2
1

2
2
1

2
2
1

 （10.20） 

为了简化方程（10.20），我们由（10.17）来计算 ktJ ，并假设混合偏导数有如下等式： 

kkkkkk

pkpktk

JTJH
k

pH
k
pHHJ

2
2
10

2

2
000

σ++=
∂
∂

+
∂
∂

+=−
 （10.21） 

注意，为得到（10.21），首先，我们使用了事实 TH p =
0

和
2

2
10 σ=pkH ，两者均来源于（10.18）

的偏微分。其次，使用了（10.14）中的定义。把（10.21）代入（10.20），得到我们所需要

的结果： 
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dzJdtH

dzJdtJTJJTJHdp

kkk

kkkkkkkkkkkkk

σ

σσσ

+−=

+++−−−=
0

2
2
12

2
10 ][

 （10.22） 

把上述分析总结起来，得到一个命题。 

命题 10.1（Pontryagin 随机 大值原理）假设 )(),( 0 tvtk 是下列问题的解： 

∫
N

v
dttvtkuE

0
0 ))(),((max  

S.t. dztvtkdttvtkTdk ))(),(())(),(( σ+= ， )(tk 给定 

那么，存在一个共轭状态变量 )(tp 使得对每一个 t ， ],0[ Nt ∈ ： 

（1） 0v 使函数 )/,,,( kppvkH ∂∂ 大化，其中： 

k
pvkpTvku

k
ppvkH

∂
∂

++=
∂
∂ 2

2
1),(),(),,,( σ  

（2）共轭状态函数 )(tp 满足随机微分方程： 

dzJvkdtHdp kkk ),( 00 σ+−=  

（3）横截条件成立 

0),),(()),(( ≥
∂
∂

= NNNk
k
JNNkp  

0)()( =NkNp   

下面，我们进行一些推广。 

10.2  一般化 

    第一，从数学上来说，从 Pontryagin 随机 大值原理得到的 优轨道是满足某些条件的

两个随机微分方程的解。更明确地，我们把这些方程重新写在一起： 

dzdtHdk p σ+= 0  (10.19) 

dzJdtHdp kkk σ+−= 0  (10.22) 

给定)0(k  （10.23） 

0)),(( =NNkp  (10.24) 

第二，通过引进遗产函数 )),(( ttkB ，容易把命题 10.1 推广。如果是这样的话，那么，



《经济学和金融中的随机方法》                                                          第二章 

大值问题将变成： 

)]),(())(),(([max
0

0 NNkBdttvtkuE
N

v
+∫  

约束于前面相同的条件（10.4），命题 10.1 成立，只是带有新的横截条件： 

)),(()),(( NNk
k
BNNkp
∂
∂

=  

第三，推广（10.3）和（10.4）的另一个方向是引进折扣，我们不必重复前面的分析。

设： 

∫ −=
N

t

s
tv

dsvkueENttkJ ),(max),),(( ρ  

满足（10.4）且 )(tk 给定。记： 

),),((),),(( NttkJeNttkW tρ=  

和 

{ } WeWe
dt
dJ tt

t
ρρ ρ −− −==  

因此，Hamilton-Jacobi-Bellman 方程转换成： 

]))(),((
2
1))(),(())(),(([max 2

kkkv
WtvtktvtkTWtvtkuW σρ ++= 。 

剩下的分析按照上面已作过的模式进行。 

    后，考虑一般的多维依赖于时间的情形。它被描述为： 

)]),(()),(),(([max),),(( NNkBdsssvskuENttkJ
N

t
tv

+= ∫  

S.t. nitdzttvtkdtttvtkTtdk iiii ,...,2,1),()),(),(()),(),(()( =+= σ ， )(tk 给定。 

    对于这个问题，Hamilton-Jacobi-Bellman 方程为： 

)),(),(),((

)),(),(),(),((max
))]),(),(()),(),(((

)),(),(()),(),(([max),),((

0

2
1

ttptptkH

ttptptvtkH
ttvtkttvtkJtr

ttvtkTJttvtkuNttkJ

k

kv

kk

kv

=

=

′+

′+=−

σσ
 

同前面一样，“´”表示转置。多维共轭状态的随机微分方程变成： 

∑
=

+=
n

j
jjkkki dzJdtHdp

jii
1

0 σ  

其中 idz 与 jdz 不相关，对于 ji ≠ 。详细的分析可在 Bismut（1973）中找到。 
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10.3  带有约束的控制问题 

    现在，我们研究随机控制理论中更一般的问题。模型如下： 

)]),(()),(),(([max),),(( NNkBdsssvskuENttkJ
N

t
tv

+= ∫  （10.25） 

S.t.  

ni

dzttvtkdtttvtkTtdk
i

i

ii

n

j
ijijii

,...,2,1

,)),(),(()),(),(()(
1

=

+= ∑
=

σ
 （10.26） 

)(tk 给定。 

.,...,2,1,0)),(),(( LQttvtkgQ =≥  （10.27） 

换句话说，控制随机过程 )(tv 约束于一个由 L 个不等式组成的集合。注意，假设
iijzd 是

Wiener 过程，满足条件： dtdzdz
srsr sjrjsjrj ρ=),cov( ，其中

sr sjrjρ 为相关系数，它与 )(tk 和

)(tv 独立。 

    我们继续这个问题的分析， 后，如前面做的一样，把所得到的结果总结成一个命题。 

    根据 Bellman 优原理，写出递归方程： 

。),),(()),(),(([max),),(( NttttkJdsssvskuENttkJ
tt

t
tv

Δ+Δ++= ∫
Δ+

 

于是，如果逼近 

)()),(),(()),(),(([ totttvtkudsssvskuE
tt

t
t Δ+Δ=∫

Δ+

 

是有效的，那么有： 

。)](),),(()),(),(([max),),(( toNttttkJEtttvtkuNttkJ tv
Δ+Δ+Δ++Δ=  

令： 

)),(),((),),(()( NtvtkJNttttkJtJ −Δ+Δ+=Δ  

因此，得到： 

)]()()),(),(([max0 totJEtttvtku tv
Δ+Δ+Δ=  （10.28） 

假设 J 二次连续可微，利用 Taylor 定理，在 )),(( ttk 处展开 )(tJΔ ： 
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)()( 2
1 tokJkkJtJtJ kkkt Δ+Δ′Δ+Δ′+Δ=Δ  （10.29） 

在（10.29）中，取 )(tJΔ 的条件数学期望，我们有： 

)(][][)( 2
1 tokJkEkJEtJtJE kktkttt Δ+Δ′Δ+Δ′+Δ=Δ  （10.30） 

因此，我们必须计算 ][ kJE kt Δ′ 和 ][ 2
1 kJkE kkt Δ′Δ 。下面，我们进行计算。从（10.26）有： 

)(
1

toztTk
i

i

ii

n

j
ijijii Δ+Δ+Δ=Δ ∑

=

σ  （10.31） 

取（10.31）的条件数学期望，得： 

)()([
1

totTtoztTEkE iJ

n

j
ijijitit

i

i
ii

Δ+Δ=Δ+Δ+Δ=Δ ∑
=

σ  

因为对所有的 i 和 ij 有 0=Δ
iijt zE ，利用以上结果，我们计算出： 

{ }
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==  

进一步： 
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1 1
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ΔΔ=Δ′Δ

∑∑∑∑

∑∑∑∑
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ρσσ

σσ  

上式推导中用到了 { } )( totzzE
srsr sjrjsjrjt Δ+Δ=ΔΔ ρ 。 

   收集上面的结果，（10.30）变为： 

，)(
2
1

)(

1 1 1 1

1

totJ

tTJtJtJE

n
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n

s
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同时有： 

，)}(),),(),((

)),(),(({max)),(),((

totNttvtk

tttvtkutNtvtkJ
vt

Δ+Δ+

Δ=Δ−

φ
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其中φ定义为： 

∑∑ +=
= sr

srsrsri
jjsr

sjrjsjrjkk

n

i
ik JTJNttvtk

,,,1 2
1),),(),(( ρσσφ  （10.32） 

但是要注意，现在φ是 ),,,( Ntvk 的函数，因为每一个 iT 和
iijσ 都是 ),,,( Ntvk 的函数。因

此，我们可以用更简单的形式来代替上述 大值问题，即： 

，)](),),(),((

)),(),(([max),),((
)),((

totNttvtk

tttvtkutNttkJ
ttkCvt

g

Δ+Δ+

Δ=Δ−
∈

φ
 

其约束集定义为： 

{ }0),),((:)),(( ≥∈= tvtkgRvttkC m
g 。 

下面，把这些结果总结成一个命题。 

命题 10.2（带有约束的随机 大值原理）设 ),,( NtkJ 关于 ),( tk 二次连续可微， 优量 )(tk

和 )(tv 使得对所有 r 有： 

)()),(),(()),(),(( rorrrvrkudsssvskuE
rr

r
r Δ+Δ=∫

Δ+

， 

那么，在每一时刻 t ， 优控制 )(tv 是问题 

)],,),((),),(([max
)),((

Ntvtktvtku
ttkCv g

φ+
∈

 

的解，其中： 

{ }LQtvtkgRvttkC Q
m

g ,...,2,1,0),),((:)),(( =≥∈=  

和 ),,( NtkJ 必须满足下列偏微分方程： 

)],,,(),,([max),,( NtvktvkuNtkJ
gCvt φ+=−

∈
， 

其中φ由（10.32）定义，边界条件为： 

),,(),,( NNkBNNkJ = ，对所有 k 成立。 

11． Bismut 方法 

   Bismut（1973）把由 Rockafellar（1970）发展的一般凸分析方法运用于 优随机控制问

题。在这一节里，我们直观地介绍取材于 Bismut（1975）的 Bismut 方法。尽管 Bismut 方法

的特殊应用要推迟到下一章，但在下面的 优随机控制的分析中，还是试图按照经济概念来
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阐明其数学理论的方法和结果。特别要强调的是， 优随机控制中有两个重要概念在经济运

用中是很有用的，它们是风险爱好和信息加工。 

    如前一样，问题的模型为： 

∫
T

dttvkuE
0

0 ),,,(max ω  （11.1） 

S.t.  

dztvkdttvkfdk ),,,(),,,( ωσω +=  （11.2） 

       0)0( kk = 给定。 

这里，u 可以代表瞬时效用或利润函数， k 表示资本存量， v为投资决策，ω为环境因素。

为了简便，我们只研究一维情况。假设一个递增的信息系统可以从 −σ 代数族{ }],0[, TtFt ∈

中得到，且信息中包含 k 和 z 的过去值，也包含 f 和σ 的过去值。这里，同前面一样，z 为

Wiener 过程。在这些假设下，对于任意的决策 v，资本增量的期望均值和方差是已知的。设

tp 表示在 t 时刻资本的边际值，由下式给出： 

∫∂
∂

=
T

t

t
t dssvku

k
E

p ),,,( ω  （11.3） 

即 tp 是效用函数的条件数学期望关于 k 的偏导数，式中的 v 为 优策略。Bismut（1973,p.387）

和 Bismut（1975,p.242）假设 tp 可以写成： 

t

t

ss

t

st MdzHdsppp +++= ∫∫
00

0 &  （11.4） 

其中 sp& 是 p 的无穷小期望增长率， sH 是 p 关于 z 的无穷小条件方差。 M 为可预测项，

00 =M 。它是一个给定随机变量在 t 时刻的 好估计，且它与 z 独立。因此， tp 的无穷小

增量在每一个时刻的条件期望值都是 0。 

    这个分解式的意思是 tp 可以分解成四项之和。第一项为 0p ，第二项给出 tp 在每一时

刻的期望无穷小增量，第三项把不确定因素并入一个积累过程中， 后一项收集了关于环境

因素方面的综合信息 tM 。 

   现在，定义 H~ 为： 

),,,(),,,(),,,(~ ωσωω svkHsvkpftvkuH ++=  （11.5） 
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Bismut（1973,p.401）证明，对于 优控制 v，下列关系成立： 

0
~
=

∂
∂

v
H

 （11.6） 

dMHdzdt
k
Hdp ++
∂
∂

−=
~

 （11.7） 

0=Tp  （11.8） 

如前节一样， dk 由（11.2）给出，其中 v是 优控制。需要指出，方程（11.6）—（11.8）

和（11.2）非常类似于命题 10.1 中所述的方程。更明确的是，方程（11.6）来自 v 的 大性，

而方程（10.19）和代入 大元 v的（11.2）是相同的。方程（10.24）和（11.8）一样，它们

表示横截条件。 后，（10.22）和（11.7）是唯一一对不同的方程。注意，（11.7）中的 Bismut

随机变量 H 对应于（10.22）中的随机变量 σkkJ ，而（11.7）中的 dM 项在（10.22）中没

有对应的项。粗略来说，原变量与对偶变量的 Bismut 对应如下： 

pf →  （11.9） 

H→σ  （11.10） 

tt MF →  （11.11） 

    为了揭示它们的经济意义，让我们来解释上面的各个变量。首先（11.5）中的 H~ 等于瞬

时效用或（利润）加上（以边际期望值计的）期望资本无穷小增量的和，减去相联系的投资

策略的风险（以费用计算）。对于风险的瞬时态度用 H 表示。如果它是一个风险爱好者，那

么 H 是正的。如果它是一个风险厌恶者，那么 H 是负的。下面，我们解释dp 或者 dp− ，

即资本边际值的条件期望贬值率。从（11.7），我们看到 dp− 等于对效用或（利润）的资本

贡献加上能提高资本存量增量的期望值的资本贡献之和，减去对增加资本存量增量的条件标

准差（以风险价值计算）的资本贡献，再减去其他两项：Hdz 和 dM 。为了解释 Hdz ，从

（11.2）得 

))(/1( fdtdkdz −= σ  （11.12） 

乘以 H ，得： 

。))(/( fdtdkHdz −= σ  （11.13） 

于是，（11.7）中的 Hdz 是在资本边际值的演变过程中的修正项，它以 p 来估计 dk 和 )(dkE

的差，其中 fdtdkE =)( 。 后一项 dM 表示在长期不确定性预测中的变化，它可能增加也

可能减少资本值。直观地说，M 体现不含在 z 的过去值中的信息。 z 包含所有出现在积累
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过程中的短期不确定性，而M 是长期不确定性的预测。 

    至此，我们结束 Bismut 方法的讨论。 

12． 跳跃过程 

    在这一节中，我们将建立跳跃过程的一般 oIt ˆ 公式。跳跃过程是由一个 Possion 过程所

建立的模型，用来描述随机事件的发生。当 Possion 事件发生时，状态变量就出现一个跳跃，

这个跳跃按预先指定的密度函数分布。在一般 oIt ˆ 公式建立后，我们将按与扩散过程情形一

样的方法发展 大值原理。这里的讨论仍然是直观性的。 

12.1 一般 oIt ˆ 公式 

    我们将建立含有 Possion 过程和 Wiener 过程的混合情况下的一般 oIt ˆ 公式。 

    考虑： 

)(),()(),(),()( tdqxtgtdztxdtxtftdx ++= σ  （12.1） 

这里，对于 ),( ∞−∞=R ， 

，RRtxRRxtf →×∞→×∞ ),0[:),(,),0[:),( σ  

。RRxtg →×∞),0[:),(  

同时，{ }∞=0)( ttz 是标准 Wiener 过程，{ }∞=0)( ttq 是 Possion 过程。为简便起见，假设它们相互

独立。 

    用 )( tot Δ+Δλ 表示 )(tq 在区间 ),( ttt Δ+ 内发生一次跳跃的概率，且跳跃的幅度 A是

一个密度函数为 )(ap 的随机变量，即 daap )( 是跳幅包含在 ),( daaa + 内的概率（忽略 da

的高阶项）。假设 )(tq 在区间 ),( ttt Δ+ 中发生一次以上跳跃的概率为 )( to Δ ，于是 )(tq 在

),( ttt Δ+ 上为常数的概率是 )(1 tot Δ+Δ− λ ，这样一维情形的一般 oIt ˆ 公式就可以叙述了。

严格的陈述和证明参见 Kushner（1967,p.18）。Gihman & Skorohod（1972,p.263）有比 Kushner

更完整的一般 oIt ˆ 公式的处理。 

命题 12.1（一般 oIt ˆ 公式）设 ),( xtF 关于 ),( xt 二次连续可微，存在一个有界闭区间 I ，使

得{ } Iapa ⊂> 0)(| 。令 ),(),( xtFxxttFF −Δ+Δ+=Δ ， FEtΔ 表示 FΔ 关于 xtx =)(

的条件期望。那么： 
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。)()})()],()),(,((

),(),(),(),(),({ 2
2
1

totdaapxtFaxtgxtF

xtxtFxtfxtFxtFFE

Ia

xxxtt

Δ+Δ−++

++=Δ

∫
∈

λ

σ
 

为了建立这个定理，需要指出： 

)()1()( *** toFEttFEFE ttt Δ+ΔΔ−+ΔΔ=Δ λλ  （12.2） 

其中
*
tE 表示 Possion 事件发生时的条件期望，

**
tE 表示 Possion 事件不发生时的条件期望。

方程（12.2）可以写成： 

)()( ***** toFEFEtFEFE tttt Δ+Δ−ΔΔ+Δ=Δ λ  （12.3） 

方程（12.3）中的第一项是在 Possion 事件不发生的条件下，函数 F 改变量的条件期望。首

先，当 0→Δt 时， 0** →ΔFEt 。因此，为了计算方程（12.3）中的右边第二项至 )( to Δ ，

我们只需观察 FEt Δ
*

。经计算，得： 

)())()],()),(),([(
2
1 2******

todaapxtFaxtgxtFt

xEFxEFtFFE

Ia

txxtxtt

Δ+−+Δ+

Δ+Δ+Δ=Δ

∫
∈

λ
 （12.4） 

因为当 。而且＝所以时 )o(FE0,FE,0 **
t

**
t ttt ΔΔΔ→Δ→Δ λ ： 

，∫

∫

∈

∈

Δ+−+Δ=

−

Δ++Δ+Δ+Δ+Δ=ΔΔ

Ia

Ia
tt

todaapxtFgaxtFt

daapxtF

togaztfxttFtEFtE

))()()],(),([

)()],(

))(,([**

λ

σλλ

 

这是因为 zΔ 是均值为 0 方差为 tΔ 的正态分布，所以有当 0→Δt 时， 0→Δ+Δ ztf σ 。 

   因此，公式（12.4）可简化为： 

)())()),(),(((
2
1 2

todaapxtFgaxtFt

tFtfFtFFE

Ia

xxxtt

Δ+−+Δ+

Δ+Δ+Δ=Δ

∫
∈

λ

σ
 （12.5） 

这就是一般 oIt ˆ 公式。 

12.2 跳跃过程的 大值原理 

    考虑问题： 
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)]),(()),(),(([max),),((
)(

NNkBdsssvskuENttkJ
N

t
tv

+= ∫⋅
 （12.6） 

S.t. 

 
)()),(),((

)()),(),(()),(),(()(
sdqssvskg

sdzssvskdsssvskTsdk
+

+= σ
 （12.7） 

其中所有记号同第 10 节一样，除了加上了一个跳跃成分 )()),(),(( sdqssvskg 之外。这里，

跳幅 A按密度 )(ap 分布，且如在一般 oIt ˆ 公式所陈述的，与{ }∞=0)( ttz 相互独立。作这个假

设是为了使问题简化。 

   让我们按照第 10 节的过程，结合一般 oIt ˆ 公式来揭示随机 大值原理。 

   对于在 t 时刻给定的 ),,( tvk ，计算得： 

)()()],,(),,),,(([

),,(),,(
2
1

),,(),,(),,(),,(

)],),((),),(([

2

todaapNtkJNtatvkgkJt

ttvkNtkJ

ttvkTNtkJtNtkJttvku

NttkJNttttkJudsE

Ia

kk

kt

tt

t
t

Δ+−+Δ+

Δ+

Δ+Δ+Δ=

−Δ+Δ++

∫

∫

∈

Δ+

λ

σ
 （12.8） 

方程 (12.8)是对 JEtΔ 应用一般 oIt ˆ 公式得到的。把（12.8）的右边项除以 tΔ 后记为

),,,( Ntvkφ 。然后，我们有下述命题。 

命题 12.2（ 大值原理）假设 J 满足一般 oIt ˆ 公式的条件。那么 优控制函数 ),,(0 Ntkv 通

过求解 

),,,(max Ntvk
v
φ  

得到。且 J 由偏微分方程 

),),,,(,(),,,(max0 0 NtNtkvkNtvk
v

φφ ==  

确定，其边界条件为： ),(),,( NkBNNkJ = 。 

很明显，在这种启发式讨论的难度水平上， 大值原理可以直接推广到多维情况、控制变量

v受约束的情况以及与 Wiener 过程和 Possion 过程相关的情况，等等。当然，严格的推广将

需要许多详细的数学知识。 

13． 最优停时和自由边界问题 



《经济学和金融中的随机方法》                                                          第二章 

    在第一章第 8 节中，我们给读者介绍了一些基本的 优停时的概念。在那里，我们考虑

一个随机变量序列 ,..., 21 YY 和它们对应的报酬 ,..., 21 XX 。在这些随机变量序列上加上一些

条件，我们就能够得到 优停时规则的存在性。本节里，我们依靠 Van Moerbeke（1974）

来处理连续时间的情形。这里，代替随机变量序列，我们考虑从 0)(0 =ωz 出发的 Wiener

过程。报酬函数记为 ),( tzg ，意思是在 t 时刻，当事态是 )(ωtzz = 时，报酬的值为 ),( tzg 。

那么经过随机时间周期 )(ωττ = 后的平均报酬为： 

),( ττ ++ tzzEg  （13.1） 

其中 g 的自变量，即 ),( ττ ++ tzz ，表示从 ),( tz 开始的 Wiener 过程的空间—时间（坐标）。

换句话说，假定我们在 t 时刻，事态为 z 的情况下开始玩一个游戏且玩了一段随机时间τ ，

tT −≤τ 。对应这段随机时间的事态由所讨论的 Wiener 过程确定，用 τz 表示。所以，方程

（13.1）估计了这个游戏的期望报酬。我们的主要兴趣是有限区间 ],0[ T ，其中 ∞<T ，

],0[ Tt ∈ 。假定 g 和它们的所有偏导数都连续，且当 Tt → 时，有极限。在 Tt = 处，允许

不连续，但这时要求 ),(),()( −−≡ TzgTzgzh 除了几个孤立跳跃外，要无穷次可微，其中

),( −Tzg 表示 ),( ztg 在 Tt = 处的左极限。函数 h 叫做 终获利。不失一般性，我们假设

0≥h 。这个假设不是限制性的，因为如果在给定的区间中有 0)( <zh ，那么在碰到终点

Tt = 之前，会更早地停止。 

    定义了函数 g 和 h 后，我们陈述关于它们的假设条件。加在 g 上的条件是一个叫做

Tychonov 条件的增长条件。如果函数： 

,,,,

,,,,,,

3

3

2

2

3

32

2

2

z
h

z
h

z
uh

z
g

tz
g

z
g

z
g

t
gg

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂

 

当 ∞→z 时，以
)( 2zoe 为界，在任意有限区间 ],[ Tt 上一致成立。那么称 g 满足 Tychonov

条件。 

    假定我们从时刻 t 事态 z 出发开始玩游戏，进行到时刻 ∞<T 。在这种情况下， 优报

酬 ),(ˆ tzg 通过（13.1）式对所有停时 tT −≤ττ , ，求 大值得到。达到 大值的停时τ 叫
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做 优策略。明显地， 优报酬函数 ĝ 对我们很重要，我们将以某种方式刻画它。利用过分

函数的概念可以做到。一个下方有界函数 f 称为在开域
2RD ⊂ 内是过分的，如果： 

（1） 对 每 一 个 不 超 过 由 D 首 次 离 开 的 时 刻 Dτ 的 停 时 τ ， 有

),(),( tzftzzEf ≤++ ττ ； 

（2） 对每一个满足 Dn ττ < ， 1]0[ =→nP τ 的停时序列 nτ ，有： 

),(),( tzftzzEf nn
→++ ττ 。 

注意，如果 f 充分可微，那么它在开域 D 内过分与 0
2
1

2

2

≤
∂
∂

+
∂
∂

z
f

t
f

，对所有 Dtz ∈),( 是

同一回事。利用过分性定义，我们把 ĝ 刻画成超过 g 的 小的过分函数。Tychonov 条件蕴

含着 ĝ 是有限和连续的。 

    下面我们区分两个区域：持续区域C ，这里 gg >ˆ ，它意味着继续玩会有收益；停止

区域 S ，这里 gg =ˆ ，它意味着退出是 好的。由于 ĝ 是连续的，因此 C 为开域。我们假

定区域C 有一个连续可微的边界 )(tsz = ，除了几个 dtds / 可能爆炸的独立点之外。分离

这两个区域的边界叫做 优停时边界。加在 g 上的 Tychonov 条件帮助我们得到结论： 优

策略是，只要你保持在C 内，就继续进行，当你碰到 优边界时就停止。令 0τ 表示这个碰

到 优边界的时刻，那么 

),(),(ˆ 00
ττ ++= tzzEgtzg  （13.2） 

因此，我们的目的是找到 优停时边界。 

    此时，指出我们的问题与偏微分方程理论之间存在绝妙的相互作用是适当的。尽管我们

马上就到达找到 优停时边界的目标，但仍鼓励有兴趣的读者查看 Van Moerbeke（1974）

和他引的许多参考资料。说了这些后，我们指出，寻找 ĝ 和 优策略的问题可以通过转成一

个热方程的自由边界问题来解决。从（13.2）式得出：在连续区域C 中， ĝ 是抛物的。这意

味着：首先， ĝ 是过分的；其次， ),(ˆ),(ˆ tzgtzzgE uU
=++ ττ ，其中 Uτ 是从任意一个具

有紧闭包的开集U 首次离开的时刻。抛物函数满足向后热方程；反过来，向后热方程的下

方有界解都是抛物函数。因此， 
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内，在C
z
g

t
g 0

ˆ
2
1ˆ

2

2

=
∂
∂

+
∂
∂

 （13.3） 

的边界，在Cgg =ˆ  （13.4） 

),(),(ˆ TzgTzg =  （13.5） 

进一步，因为早先做了连续区域C 的边界连续可微的假设，所以 ĝ 的 优性意味着 

)),(()),((
ˆ

tts
z
gtts

z
g

∂
∂

=
∂
∂

 （13.6） 

同时，对于 Cuy ∈),( ，当 )),((),( ttsuy → 时，有 

)),((
ˆ

),(
ˆ

tts
z
guy

z
g

∂
∂

=
∂
∂

 （13.7） 

在 ∞<dtds / 的点 )),(( tts ，（13.6）和（13.7）式均成立。方程（13.5）、（13.6）和（13.7）

叫做光滑适合（fit）方程。 

    让我们思考一下。方程（13.3）—（13.7）描述的是一个具有两个边界条件的初边值问

题，这意味着除非我们选择保持边界自由，否则我们的问题是超定的。假定我们保持边界自

由，那么，方程（13.3）—（13.7）能决定边界 )(ts 和 优报酬 ĝ 似乎是合理的。 

    我们通过叙述下面的定理结束这一节。 

定理 13.1 设C 是一个开集，在 ∞<≤ Tt 中有连续可微的边界曲线 )(tsz = ，除了有限个

dtds / 可能爆炸的孤立点之外。又设 Tychonov 型函数u 满足： 

),,(),(
)),((),(

0
2
1

2

2

TzgTzu
ttstzgu

C
z
u

t
u

=
==

=
∂
∂

+
∂
∂

，在

内，在

 

。的余集内在

在其他地方内且在

，如果在

C
z
g

t
gH

guCgu
dt
dsttstz

z
g

z
u

0
2
1

,

),),((),(

2

2

≤
∂
∂

+
∂
∂

≡

=>

∞<=
∂
∂

=
∂
∂

 

那么u 实际上是 ĝ ， )(ts 是 优停时边界。 

   这个定理的证明参见 Van Moerbeke（1974），以上的简要分析可以作为连续时间的 优

停时问题的引言。 

14． 各种应用和习题 
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（1） 假设{ }TttX ∈),( 和{ }TttY ∈),( 是定义在同一概率空间上的实值随机过程，且

∞<))(( tXE ， ∞<))(( tYE ，对所有 Tt ∈ 。这两个过程的协方差函数，用

),( tsrXY 表示，定义为： 

))])(()())][(()(([
))(),(cov(),(

tYEtYsXEsXE
tYsXtsrXY

−−=
=

 

这个定义推广了第一章的（4.12）式。当两个过程相同时，协方差函数叫做自协方差函

数，用 ),( tsrX 表示。证明下列两个简单事实： 

。对于

，对于

Ttsstrtsr
TtttrtVarX

XX

X

∈=

∈=

,,),(),(
,),()(

 

（2） 称使得对所有 Tt∈ 、 ∞<))(( tXE 的随机过程{ }TttX ∈),( 在 t 时刻均方连

续，如果当 0→h 时，有 0))()(( 2 →−+ tXhtXE 。令 ))(()( tXEtX =μ ，

假设 TttX ∈),(μ ，关于 t 连续， TtstsrX ∈,),,( 关于 ts, 联合连续。证明在这

些假设下，{ }TttX ∈),( 均方连续。 

（3） 考虑本章的方程（2.11），为了方便，我们把它改写成： 

)()]()())[(,())(,()()( totzttztxtttxtftxttx Δ+−Δ++Δ=−Δ+ σ 。 

证明： 

。)())(,(
)())()(())(,())()((

)())(,())()((

2

22

tottxt
totzttzEtxttxttxVar

tottxtftxttxE

Δ+Δ=

Δ+−Δ+=−Δ+

Δ+Δ=−Δ+

σ

σ  

（4） 考虑具有后向差分的方程（2.11），可以写成： 

)()]()())((,())(,()()( tottztztxtttxtfttxtx Δ+Δ−−+Δ=Δ−− σ  

假定函数 f 和σ 连续。证明： 

)())(,())()((

)())(,())(,(
))(,())()((

2 tottxtttxtxVar

totttxttttxtt
tttxttfttxtxE

x

Δ+Δ=Δ−−

Δ+ΔΔ−Δ−Δ−Δ−+
ΔΔ−Δ−=Δ−−

σ

σσ  

比较这个练习和前一个练习的结果得出：过程增量的均值依赖于所使用的差分类型，而

过程增量的方差不受它的影响。 

（5） 考虑区间 ],0[],[ Tts ⊂ 的一个划分： 
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),[),[,max
,...

1110

10

tstttt
tttts

iiiini

n

⊂≤−

=<<<=

++−<<
ε ， 

其中 0>ε 且任意小。假设 ),( ωtZ 是具有单位方差的 Wiener 过程，又当 0→ε 时，A

和 B 满足： 

0)]()()[(

0)]()()[(

2

11

2

1

→−−

→−−

∑

∑

++

+

i
iii

i
iii

tztztzBE

tztztzAE
 

证明： stAB −=− 。 

（6） 假设 )(tz 是具有单位方差的 Wiener 过程。考虑随机积分 ∫
t

s

udzuz )()( 。利用本

章第 3 节和第 15 节的 oIt ˆ 积分和 Stratonovich 积分的定义得到：首先，当积分

理解成 oIt ˆ 积分时，有： 

)(
2
1)]()([

2
1)()( 22 stsztzudzuz

t

s

−−−=∫ ， 

其次，当积分理解成 Stratonovich 积分时，有： 

)]()([
2
1)()( 22 sztzudzuz

t

s

−=∫  

特别地，Stratonovich 积分满足通常微积分中的分布积分公式，而 oIt ˆ 积分不满足。注

意，由分布积分公式得到： 

∫∫ −−=
t

s

t

s

udzuzszsztztzudzuz )()()()()()()()(  

或者等价地： 

)]()([
2
1)()( 22 sztzudzuz

t

s

−=∫  

参看 Stratonovich（1966，p.365）。 

（7） 假设： 

)()(
)()()(

22

2
11

tdzxtdx
tdzdttxtdx

=
+=

 

利用 oIt ˆ 引理，计算下列每一种情况的 )(tdy ： 

（a） )()(),,()( 2111 txtxxxtuty ==  



《经济学和金融中的随机方法》                                                          第二章 

（b） )]()([),,()( 2121 txtxtxxtuty ==  

（c） )]()()[(),,()( 2121 txtxtzxxtuty ==  

（8） 考虑带初值的随机微分方程组： 

)()(
)()(

0)0()0()0(

12

1

21

tdzxtdx
tdztdx

zxx

=
=

===
 

其中 )(tz 为具有单位方差的 Wiener 过程。利用 oIt ˆ 引理证明上述方程组的解为： 

∫=

=
t

tdztztx

tztx

0
2

1

)()()(

)()(
 

（9） 求解下列两个一阶随机微分方程： 

（a） )()()( 00 tdzdttxatdx σ+=  

其中 00 ,σa 为非负常数。 

（b） )()()()()( tdztdttxtatdx σ+=  

其中 )(),( tta σ 为任意的非随机函数。 

（10） 考虑随机微分方程： 

)()()()()( tdztxtdttxtdx σ+−=  

其中 )(tσ 为任意的非随机函数。请找到发现 −0 平衡稳定性的充分条件。 

（11） 考虑二阶随机系统： 

)()()()(
)()(

112

21

tdztxdttxtdx
dttxtdx

σ−−=
=

 

Kozin & Prodromou（1971）研究了该系统的样本稳定性，我们鼓励有兴趣的读者查看

他们的文章。与 0=σ 的非随机系统的直接稳定性分析不同，上述系统的随机稳定分析很有

技巧性。 

（12） 考虑有线性二次目标函数的随机控制问题： 

{ }∫
∞

=

−− +=−
ts

ts
tv

dssvbsxaeEtxW 22)( ))(())((min))(( ρ  

S.t.  )()()()( tdztxdttvtdx σ+=  
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其中 0,0,0,0 >>>> ρσ ba 。请找到一个 优解。注意，这个问题和它的推广之一

将在下一章中讨论。 

15． 进一步的注释和参考 

许多经济学家从研究计量经济学中熟悉了离散时间随机模型的分析。本章，我们简要介

绍离散时间的情况，目的是促进连续时间情况的分析。与离散时间随机模型有关的超过计量

经济学入门水平的问题，如 Intriligator（1978），在 Chow（1975）、Aoki（1976）和 Bertseka 

&（1978）中也有较详细的介绍。Sargent（1979）也有一章是讨论线性随机差分方程的。连

续时间的不确定模型在 Åström（1970）、Balakrishnan（1973）、Friedman（1975）、Soong

（1973）、Tsokos 和 Padegett（1974）及 Gihman 和 Skorohod（1969,1972）中有介绍。 

oIt ˆ  随机微分方程出现在 oIt ˆ （1946,1950）中，后来在 oIt ˆ （1951b）中有较详细的研

究。在他 1964 年的文章中， oIt ˆ 发现某些数学问题，如由 Kolmogorov 提出和后来 Feller 也

提出的与扩散过程有关的偏微分方程，能够通过解随机微分方程来研究。后来在他的 1951

研究报告中， oIt ˆ 推广常微分方程的 Picard 迭代法，建立 oIt ˆ 随机微分方程的存在性和唯一

性定理。 

值得一提的是 oIt ˆ 随机微分方程是许多随机方程的一种。Syski（1967）考虑形如 

Ttttytxf
dt
dx

∈= ,)),(),((  

的基本随机微分方程系统，初始条件为 00 )( xtx = ，其中 yxf ,, 可以是合适维数的向量。他

把这种方程分成三个基本类型： 

（1） 随机初始条件； 

（2） 随机非齐次部分； 

（3） 随机系数。 

oIt ˆ  随机微分方程是一类特殊的随机微分方程，而且有几个理由说明它是重要的一种。

首先，条件均值和条件方差作为函数是 oIt ˆ 方程的充分统计量。因此，对 oIt ˆ 方程来说，条

件均值和条件方差函数的计算完全决定了整个过程。这与均值和方差是正态分布的充分统计

量的统计事实相类似。 

第二， oIt ˆ 方程展示了非预期性质，它在建立不确定性的模型中很有用。换句话说，如

果系统中的真正不确定源是 dz ，且要求微分方程无需敏锐的洞察力，那么下一时刻状态变

量 x 的演变应该只依赖于那个时刻的不确定演变过程。 oIt ˆ 方程与这种无需洞察力相一致。 

第三， oIt ˆ 方程当它们的解存在时有很好的性质。第 7 节中描述了这些性质。这里只要

说 Markov 性和扩散性就够了，关于它们的理论已充分发展了。 

后，尽管经济学家刚刚发现 oIt ˆ 方程的用处，但值得注意的是这个方程在工程领域，

特别是控制、滤波和通讯理论中，已有重要的应用。 

第 3 节的讨论集中在 oIt ˆ 积分。基本的参考资料是 oIt ˆ (1949,1951b)。Doob（1953）较
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详细地介绍了 oIt ˆ 原始思想的一些延伸。为了了解关于 Wiener 积分和 oIt ˆ 一般化之间的联

系，也可参看 Doob（1966）。近来，Åström（1970）和 Arnold（1974）介绍了 oIt ˆ 积分的简

化讨论。随机积分的详细内容在 Mckean（1969）中给出。一种不同的随机积分的方法和一

般的随机微积分可在 Mcshane（1974）中找到。Wong & Zakai（1965）讨论了通常积分到随

机积分的收敛性，我们注意到第 3节是随机积分的简单入门，其目的在于激发和提供经典 oIt ˆ
随机积分的定义。对于兴趣在于随机积分研究的读者，我们建议他阅读 Metivier & Pellaumail

（1980）、Mckean（1969）和 Kussmaul（1977）。这些书是按照 oIt ˆ 原型发展其理论的。关

于平方可积鞅的随机积分由 Doob（1953）中提出，Kunita & Watanabe（1967）中对它进行

了推广。Kunita（1970）介绍关于 −Hibert 值过程的随机积分，Meyer（1976）作了进一步

的推广，介绍关于一类特殊的 −Banach 值过程的随机积分。自然地，随机积分概念的各种

推广也牵扯到 oIt ˆ 引理和随机微分方程的研究。Metivier & Pellaumail（1980）提供了这些推

广的详细参考。 

在本书中，因为我们选择了分析 oIt ˆ 随机微分方程，所以我们使用 oIt ˆ 积分。然而，应

该告知读者另一种随机积分的方法，它由 Stratonovich（1966）中提出。为了展示 oIt ˆ 积分

和 Stratonovich 积分之间的差别，我们考虑一个简单特殊的情形： 

∫
t

s

udzuz )()(  （15.1） 

其中 )(tz 为具有单位方差的 Wiener 过程。在这种特殊情形下，对于形如（3.8）的划分，这

一章的第 3 节，特别是引理 3.4，表明 oIt ˆ 积分有定义，用 A表示，那么当 0→ε 时， 

0)]()()[(
2

1 →−−∑ +
i

iii tztztzAE  （15.2） 

回顾一下，（15.2）来自本章（3.11）得两个方程。在我们这种特殊情形下，Stratonovich

（1966,p.363）定义他的随机积分为： 

0)]()([
2

)()( 2

1
1 →−

+
−∑ +

+

i
ii

ii tztz
tztz

SE  （15.3） 

其中 S 表示 Stratonovich 随机积分。注意 Stratonovich 随机积分是在（3.11）中定义的积

分 A和 B 的特定线性组合。更明确地， BAS 2
1

2
1 += ，其中 A是 oIt ˆ 积分。A和 B 与（3.11）

中的一样。 oIt ˆ 积分和 Stratonovich 积分没有很大的不同。实际上，Stratonovich 发展了利用

其他东西来表示一个积分的公式，并且这个公式不复杂。参看 Stratonovich（1966,p.365）。

然而，因为随机微积分的本性，这两种积分有不同的性质。 oIt ˆ 积分和 oIt ˆ 微分方程保持了

状态模型的直观思想。同时， oIt ˆ 积分有有用的性质，如它是鞅，它保持（2.12）中的dx的

期望是 fdt 和 dx的条件方差是 dt2σ 的解释。 oIt ˆ 积分的主要缺点是它不能保持通常微积分

中的微分规则，而以 oIt ˆ 引理展现。Stratonovich 积分保持通常微积分中的计算规则，但没
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有刚才所说的 oIt ˆ 积分的优点。两种积分之间深入详细的关系，参看 Meyer（1976）。 

迄今为止，在经济学和金融学的应用中所有随机微积分都使用 oIt ˆ 积分，因为有关的 oIt ˆ
微分方程提供了一个有意义的不确定模型，如早先解释过的。因此， oIt ˆ 引理对于计算复合

随机函数的随机微分是重要的。换句话说，对于由 Wiener 过程的随机积分表示的过程， oIt ˆ
引理是一个变量变换公式。注意， oIt ˆ 引理首先出现在 oIt ˆ（1951a）中，后来在 oIt ˆ（1961）

中。这里我们重复我们早先所说的，即 oIt ˆ 引理和 oIt ˆ 积分是 oIt ˆ 在研究偏微分方程和扩散

过程的关系时发现的。这个原始的研究也导致随机微分方程的发展。就是 oIt ˆ 和后来的

Doob、Gihman 以及 Skorohod 等人建立了随机微分方程领域。 

现在，我们简单地讨论求解一阶随机微分方程的一种方法，正如 Gihman & Skorohod

（1972,pp.33-39）中所介绍的一样。考虑 ],0[ T 上的方程： 

)())(,())(,()( tdztxtdttxtftdx σ+=  （15.4） 

注意，它可以写成积分形式： 

∫∫ ++=
tt

sdzsxsdssxsfxtx
00

)())(,())(,()0()( σ  （15.5） 

其中 )0(x 是初始条件。这种方法的思想是求（15.4）的合适的变换，使得（15.5）中的右边

有方便的形式，即未知函数不出现在（15.5）式的右边。我们用一个例子来展示这个方法。

读者可参照 Gihman & Skorohod（1972,pp.33-39），那里有详细的数学内容和更多的例子。 

考虑方程： 

dztxdttxatdx )()()( 00 σ+=  （15.6） 

其中 00 ,σa 为常数。为了解这个方程，考虑代换 xy log= 和使用 oIt ˆ 引理，得： 

dzdta

dtx
x

xdzxdta
x

dx
x

dx
x

dy

0
2
00

22
0200

2
2

)
2
1(

1
2
1)(1))(1(

2
11

σσ

σσ

+−=

−+=−+=
 

积分这个 后的方程，得到： 

∫ ∫+−=−
t t

dzdtayty
0 0

0
2
00 )

2
1()0()( σσ ， 

它可以写成： 

)()
2
1()0()( 0

2
00 tztayty σσ +−+=  （15.7） 

重新作代换 xy log= ，即
yex = ，对于

)0()0( yex = ，我们得到（15.6）的解是： 
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−== )(

2
exp)0()( 0

2
0

0
)( tztaxetx ty σ

σ
 

因此，找到一个合适的变换和利用积分就可以找到随机微分方程的解。 

在第 8 和 9 节中，我们讨论了随机稳定性问题，并分清了点平衡稳定和依分布收敛到一

个平稳状态分布意义下的稳定。数学家们已研究了噪声消失的点平衡稳定，而依分布收敛到

一个与初始条件无关的平稳状态分布意义下的稳定还没有得到多少注意。即使这样，两个领

域仍然需要进一步的研究。第一批点平衡随机稳定的论文之一是俄罗斯数学家 Kats 和

Krasovskii（1960）的工作，他们推广了确定性 Liapunov（1949）方法。Liapunov 确定性的

稳定性方法基本参考资料有 Antosiewicz（1958）、Borg（1949）、Hahn（1963,1967）、Casari

（1963）、Hartman（1964）、Krasovskii（1965）、La Salle 和 Lefschetz（1961）、La Salle（1964）

Massera（1949,1956）及 Yoshizawa（1966）。在美国，Bucy（1965）和 Wonham（1966a,1966b）

等在按 Liapunov 方法的思想求解随机稳定问题的工作中做出了贡献。Kushner（1967a）在

Liapunov 方法后，给出了主要随机稳定结果的一个完整的叙述。读者也许会发现 Kushner

（1972）的随机稳定性综述对这个主题的入门是有用的。尽管随机稳定性的一般结果还不丰

富，但在线性随机系统稳定性方面已取得了一些进展。一些这方面的结果和许多参考资料出

现在 Kozin（1972）中。 

我们区分点平衡随机稳定和初始条件无关的依分布收敛意义下的稳定并不意味着随机

稳定性只有这两种定义方法。在点平衡随机稳定领域就有几种定义和定理存在。我们的第 8

节只给了点平衡随机稳定的一种概念。现在，我们提及两种另外的点平衡随机稳定性的定义，

以说明这个重要的数学研究领域的范围。例如，如果我们令 )(tx 表示随机微分方程（8.1）

在 ),0[ ∞ 上的解， 0=x 是平衡解，那么我们说 −0 平衡是平均稳定的，若数学期望存在，

且对于给定的 0>ε ，存在 0>η 使得 ηω <≡ ),0(xx ，意味着： 

ε<))(sup( txE
t

 

另一个定义是： −0 平衡是平均指数稳定的，若数学期望存在，且存在常数 ηβα ,, ，

都大于 0，使得 ηω <≡ ),0(xx ，这说明 

0,),0())(( >∀< − textxE tαωβ 。 

几种其他的定义在数学文献中可见，参看 Kozin（1972）和 Kushner（1971）。 

为了向读者表明在随机稳定性中所出现的数学奇妙特性，现在举一个简单例证也许是

合适的，它取自 Kozin（1972,pp.142-192）。 

考虑 oIt ˆ 方程： 

dztxdttaxtdx )()()( σ+=  
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其中 a 和σ 为常数，z 为具有单位方差的 Wiener 过程。假定初始条件是 0)0( xx = 。上述方

程的解以概率 1 为： 

)]()
2

exp[()0()(
2

tztaxtx σσ
+−=  

它的 n 阶矩是： 

]
2

)
2

exp[()0())((
222

tnntaxtxE nn σσ
+−=  

从 后这个方程，Kozin（1972,p.192）得出：只要 )(
2

2
2

nna −<
σ

，那么 n 阶矩是指

数稳定的。因此，对于 1=n ， 0>a 意味着一阶矩是指数稳定的，但更高阶矩不稳定。对

于 2=n ，
2σ−<a 能保证一阶和二阶矩指数稳定，但更高阶矩不稳定。回顾第 8 节的

Liapunov-Kushner 方法，应用于同一个方程，表明只要
2

2σ
−<a ， )(tx 的样本轨道以概率

1 稳定，但关于矩的稳定性什么都没有说。很难对一个由点平衡稳定、但高阶矩不稳定的由

oIt ˆ 方程所描述的经济模型给出经济解释。因此，我们需要区分样本轨道行为和矩行为，实

际上是为了选择对应于这种行为或那种行为的应优先考虑的稳定性性质。 

依分布收敛到平稳状态分布意义下的随机稳定性领域是一个有待研究的领域。很难建

立一般框架下的均衡分布的存在性，更不用说证明其稳定性。对于特殊情况，我们有均衡分

布的存在性定理。这个领域的基本结果在 Mandl（1968）的书中。一些原始工作首先出现在

Feller（1954）、Tanaka（1957）和 Khasminskii（1962）中。Merton（1975a）有一个关于特

殊连续增长模型的随机稳定性结果，他通过假设常数储蓄函数是在一个常数储蓄函数集上取

大值而得到的。这是一个非常特殊的稳定性结果。连续随机 优增长中的随机稳定性问题，

即证明 优随机过程依分布收敛到均衡状态分布的问题，仍然没有解决。Brock & Mirman

（1972）证明了离散随机增长模型的稳定性结果。 

关于随机控制这个话题，方程（10.1）和（10.2）所叙述的问题是由 Arrow & Kurz

（1970,pp.27-51）所研究的确定性控制问题的随机版本。我们选择研究（10.1）和（10.2）

是因为大多数经济学家熟悉由 Arrow-Kurz（1970）分析的确定性控制问题，目前的随机版

本将使读者能够把熟悉的东西与新的数学问题和随机推广的结果进行比较。 

第 10 节的分析使用 Bellman 优原理，连同随机分析导出随机 优性条件。Bellman

优原理首先出现在 Bellman（1957）中，随后，在许多书中普及，例如，Dreyfus（1965）、

Hadley（1964）和 Mangasarian（1969）。 

Aoki（1967）、Åström（1970）、Kushner（1971）和 Bertsekas（1976）在入门水平上

介绍了随机控制理论。然而，与确定性 优控制领域不同，这里有许多书可用，例如 Anderson

和 Moore（1971）、Athans 和 Falb（1966）、Berkovitz（1974）、Bryson 和 Ho（1979）、Kwakernaak
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和 Sivan（1972）、Strauss（1968）、Pontryagin 等（1962）、Hestenes（1966）及 Lee 和 Markus

（1967），而关于随机 优控制的文献还不多。我们鼓励具有高级水平的读者去查阅 Fleming

和 Rishel（1975）的书和下列文章：Benes（1971），Bismut(1973,1976)，Davis(1973)，

Fleming(1969, 1971)，Kushner (1965,1967 b,1975)，Rishel (1970)和 Wonham（1970）。我们注

意到 Fleming 和 Rishel（1975,第 5 章）提供了随机 优控制问题的严格分析，它给了我们的

启发性方法的一个补充。在他们叫做“核实理论”的定理中，Fleming 和 Rishel（1975,p.159）

给出了 优的充分条件：假定带适当边界条件的 Hamiton-Jacobi-Bellman 非线性偏微分方程

存在性质非常好的解。 

在第 12 节中，我们介绍一般 oIt ˆ 公式和跳跃过程的 大值原理。我们的方法是直观的，

其目的是使读者熟悉 Merton（1971）中所用的一些数学知识。严格的分析将需要方程（12.1）

中的项 )(),( tdqxtg 的确切的数学性质和跳过程积分的意义。Kushner（1967,p.18）和 Doob

（1953,p.284）讨论了这个问题的某些方面，至于更详细的处理见 Dellacheria（1974）。 

注意到这一点是适当的，当经济学家把随机控制理论运用到经济模型时，马上就需要

发展这个随机模型的稳定性分析。 近在确定性情况中所作的经济研究，如 Araujo 和

Scheinkman（1977,1976）、Benveniste 和 Scheinkman（1977,1979）、Scheinkman（1976,1978）、

Brock 和 Scheinkman（1977,1976）、Brock（1976,1977）、Cass 和 Shell（1976）、Mckenzie（1976）、

Magill（1977a）、Samuelson（1972）及 Levhari 和 Liviatan（1972）等，已经证实大量的经

济问题由确定性 优控制产生，它的稳定性质对于正确说明这个模型是决定性的。得到确定

性控制系统的稳定性方面的数学结果，如 Galperin 和 Krasovskii（1963）、Hale（1969）、Hartman

（1961）、Hartman 和 Olech（1962）、Lefschetz（1965）、Mangasarian（1963,1966）、Markus

和 Yamabe（1960）、Rockafellar（1973,1976）及 Roxin（1965,1966），对经济研究工作者是

有帮助的。另一方面，没有得到由随机控制产生的随机微分方程系统稳定性方面的足够的数

学结果可能推迟这个领域的经济研究。这种经济问题的一个实例见 Brock 和 Magill（1979）

及 Magill（1977b）。 

在经济学和金融学中，随机方法的许多应用都是用来处理离散时间的随机控制，而不

是这一章里所讨论的连续时间的问题。在下面两章中，为了丰富读者的学习，我们选择包括

离散时间的随机应用。尽管本章中我们没有明显讨论离散随机方法，但两者存在许多类似，

许多应用将说明这一点。这里提及 Kushner（1971）建立离散与连续时间随机模型之间的关

系和类似就足够了。离散时间随机问题通常没有对应的连续时间随机问题复杂。后者可以用

长度为 h 的时间区间的离散时间过程来逼近。因为 h 可以充分小，于是离散和连续时间模型

之间的关系能够建立起来。在金融学中，Merton（1978）只使用基本概率方法逼近连续时间

模型推导出连续时间定理。在这样做的过程中，他揭示了埋置在连续时间数学理论中的经济

假设。 
 


