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第四章 在金融学中的应用 

                                              当人们不完全了解行为的后果时，没有

必要夸大实际理论在解释个人行为选择

方面的重要性。 

                  Arrow（1971, p.1） 

1. 引言 

本章我们将介绍几个随机方法在金融中应用的例子以说明第一、二章中讨论过的方法。

为了使读者充分熟悉随机方法在现代金融中的应用，我们也包含了一些使用另外的方法的应

用例子。 

2. 随机通货膨胀率 

在这一应用中我们将说明当通胀率遵循 oIt ˆ 过程时， oIt ˆ 引理在确定价格解和资产真实收

益中的应用。分析仿照 Fischer（1975）的思想。 

假定通胀率是随机过程且价格水平可由以下过程描述： 

sdzdt
P
dP

+Π=  （2.1） 

   随机部分为 dz ，其中 z 为维纳过程。过程的漂移率Π为每单位时间的期望通胀率。其定

义为： 
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这里 tE 为在 )(tP 值下的条件期望算子。过程的每单位时间的方差定义为： 
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由（2.2）、（2.3）所定义的Π和
2s 满足一个离散时间的差分方程： 
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这里 )(ty 为具有零期望值和单位方差的正态分布随机变量，且非时间相关。当 0→h 时，把

（2.4）中的变量 2
1

))(( htsy 的极限描述为维纳过程，于是方程（2.1）可写作： 

sdzdthtsydt
P
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+Π=+Π= 2
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其中 2
1

))(( htydz = 。注意（2.1）告诉我们价格水平在很小的时间间隔内，成比例变化且为

一期望是 dtΠ 、方差为 dts 2
的正态分布。将（2.1）写为： 

PsdzdtPdP +Π=  （2.5） 

令 
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利用 oIt ˆ 引理可以证明 )(ty 满足方程（2.5），令： 
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计算 zFtF ∂∂∂∂ /,/ 和
22 / zF ∂∂ 如下： 
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这样，应用 oIt ˆ 公式经过必要的变换我们最终得出： 
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即（2.6）满足方程（2.5）。 

进一步的应用。考虑两个 oIt ˆ 过程： 

rdt
Q
dQsdzdt

P
dP

=+Π= 和  （2.7） 

我们利用 oIt ˆ 引理计算变量 PQQPuq /),( == 的随机过程。再次利用 oIt ˆ 公式，此时有： 
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利用第二章（4.12）的乘法发则，计算出各项，结果为： 
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最后得出： 

sdzdtsr
q
dq

−+Π−= )( 2  

这表示资产的真实收益相对比例变化率具有如（2.7）的正态收益。 

3. Black-Scholes 期权定价模型 

本节我们将跟随 Black 和 Scholes（1973）及 Merton（1973a）发展期权定价模型。考虑

一种资产，如股票期权，用 A表示，它在任一时刻 t 的价格可写作： 

),()( tSFtW =  （3.1） 

这里 F 为两阶连续可微函数。其中 )(tS 为一其他资产 B 的价格，例如为期权的标的股票。B

的价格假定服从以下随机微分方程： 

)()),(()),(()( tdzttSdtttSftdS η+=  （3.2） 

0)0( SS = 给定。 

考虑一个投资者建立了一个三种资产的投资组合，分为 BA, 和用C 表示的无风险资产。

我们假定C 的收益率为 )(tr 。该投资组合的名义价值为： 

)()()()()()( 21 tQtWtNtStNtP ++=  （3.3） 

这里 1N 表示 B 的股数， 2N 表示 A的股数，Q为投资在无风险资产C 的美元数。假定 B 无

红利支付或其他分配。利用 oIt ˆ 引理我们可计算出： 

bdzadtdSFdSFdttFtdFtdW SSS +≡++== 2
2
1)()()(  （3.4） 

这里： 

WFfFFa WSSst αη ≡++≡ 2
2
1  （3.5） 
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WFb WS ση ≡≡  （3.6） 

现在我们仿照 Black 和 Scholes（1973）的思想。假定一种特别简单的情形，即 StSf α=),( ，

StS ση =),( 。这里α和σ 为常数值。下面我们以比率形式写出在这种特殊的（3.2）情形中

)(tS 的动态方程： 

dzdt
S
dS σα +=  （3.7） 

现在，考虑一种投资组合策略，设 21 , NN 相对于 tWS ,, 的变化调整是相当缓慢的，即

021 == dNdN 。接着研究该组合的名义价值的变化 dP，即： 

rQdtWNdzdtSNdzdt
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设 2132211 1/,/,/ WWPQWPSNWPSNW −−==== 。则（3.8）变为： 

321 )()()( WrdtWdzdtWdzdtdP WW ++++= σασα  （3.9） 

设计比例 1W 和 2W 的值以使在任一时刻 0≥t 使其处于无风险状态： 

0)()( 21 =+= dzWdzWVar
P
dPVar Wtt σσ  （3.10） 

这里 tVar 为在 ))(),(),(( tQtWtS 条件下的方差，换句话说，选择 ),(),( 2121 WWWW = 使得： 

021 =+ WWW σσ  （3.11） 

则由（3.9）： 

dttrdtWWrWW
P
dPE Wt )()]1([)( 2121 =−−+++= αα  （3.12） 

由于组合是无风险的，方程（3.11 和（3.12）导出著名的 MertonScholesBlack −− 方程： 
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和  

rWrWrWWr W +−−+= 2121 αα  （3.14） 

简化之为： 
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方程（3.15）表明每单位风险资产的净收益率对两种资产来讲是一定相同的。 

对于进一步的特殊情形： 

000 )(;),(;),( rtrtStS === σσαα  （3.16） 

此处 000 ,, rσα 为常数，利用方程（3.15）和从（3.5）、（3.6）中作必要的代换，我们可得偏

微分方程： 

0),(),(),(),( 00
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它的边界条件由资产具体状况确定。对只有在到期日T 才能执行且执行价格为 E 的期权，边

界条件为： 
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令 ),,;,( 2
00 στ rESW 表示相对于边界条件的解 F 。这个解由 Black-Scholes（1973）和 Merton

（1973a）给出如下： 
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即标准正态分布函数，且： 
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τσ−= 12 dd  

4. 消费和投资组合规则 

另外一些随机积分方法的应用可见 Merton（1971）。假设一种经济其所有资产均为有限

责任型，存在连续交易的完全市场，对所有资产无交易费用，每股价格 )(tPi 可由 oIt ˆ 过程产

生，即： 

iii
i

i dztPdttP
P
dP

),(),( σα +=  （4.1） 

这里 iα 为每单位时间价格的瞬态条件期望变化率，
2
iσ 为每单位时间的瞬态条件方差。在假

定资产价格服从几何布朗运动的特殊情形下， iα 和
2
iσ 将为常数且价格是平稳过程并服从对
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数正态分布。 

为了得出正确的预算方程有必要先检验离散时间模型的公式，然后取极限得到连续时间

形式。考虑单期模型，期长为 h ，其中所有收入均由资本收益产生。假定财富 )(tW 和 )(tPi 在

t 期开始时均已知。采用下述记号： 

ttNi =)( 期内，即 t 到 ht + 间（ 0>h ），购买资产 i 的股数。 

ttC =)( 期内每单位时间消费量。 

模型假定投资者进入 t 期时具有投资于资产的财富，满足： 
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注意我们记为 )( htNi − 是由于它是我们在 ht − 到 t 期内为投资组合购买的股数，当前

估价为 )(tPi 。 t 期消费量 )(tC 和新组合 )(tNi 的决定由已知的现价同时得出： 
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方程（4.2）和（4.3）增加 h，消去后向差分，得到： 
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和 
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当 0→h 时对（4.4）和（4.5）取极限可知： 
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类似地， 
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利用 oIt ˆ 引理对 )(tW 取微分，得： 
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)()( 为从非资本收益中新增财富的净值。若

)(tdy 定义为非资本收益的即时现金流如工资收入，则： 
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由此得预算方程： 

dttCdydPtNdW
n

i
ii )()(

1
−+= ∑

=

 （4.9） 

定义新变量 )(/)()()( tWtPtNt iii =ω ，并利用（4.1）得： 
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Merton（1971）假设 0=dy 即所有收入都来源于资本收益，且 0=nσ ，即第 n 种资产为无

风险资产。这样，令 rn =α ， 
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便为预算约束。 

对将要生活T 年的个人，选择最优投资组合和消费选择的问题现在可以表述如下： 
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满足： 
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这里u 和 B 关于C 和W 严格凹。 

为了推导最优法则，我们利用第二章所提随机动态规划方法。定义： 

{ }
])),((),([max),,(

, ∫ +=
T

t
tC

TTWBdssCuEtPWJ
ω

 （4.14） 
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并记： 

][),(),,,,( JLtCutPWC +=ωφ  （4.15） 

此处： 
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在问题的假设条件下，存在一个最优 *ω 和 *C ，满足： 
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在通常情况下，为带约束条件的最大化问题，我们可定义 Lagrangian 函数： 
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n

iCL
1

*1*)*,(0 ωωλ  （4.20） 

Merton 解出 *ω 和 *C 并代入（4.17）和（4.15）得出一个复杂的偏微分方程，见 Merton（1971, 

p.383）。若此偏微分方程对 J 可解，则它的解经过适合变换即可得出最优消费 *C 和投资组

合 *ω 选择。 

5. 双曲型绝对风险厌恶函数 

   在本应用中，我们具体化前一节的 Merton（1971）的分析。讨论如下的双曲型绝对风险

厌恶 )(HARA 效用函数： 

)(),( CvetCu tρ−=  

这里： 
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注意，绝对风险厌恶用 )(CA 表示，定义为 )/()( vvCA ′′′−= 。那么： 
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只要 0))1/((,0;1 >+−>≠ ηγββγ C ，且若 −∞=γ 时， 1=η 。 

这样的效用函数有许多，因为只要适当调整其中一个参数就可对应具有绝对或相对风险

厌恶的效用函数，它是增的、减的或者为常数。 

为不失一般性，假定有两个资产，其一为无风险资产，另一个为风险资产。已知无风险

资产收益为 r ，风险资产价格遵循对数正态分布： 

dzdt
P
dP σα +=  （5.3） 

这种情况下的最优方程为： 
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 （5.4） 

满足 0),( =TWJ 。为简单起见我们假定个人拥有零遗产函数。 

（5.4）中的偏微分方程的解由 Merton（1973c, p.213）给出： 
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这里
22 2/)(,1 δσαγδ rrv −+=−= 且δ 假定为正。若 0<δ ，那么 1>r ，则（5.5）中的

解 ),( tWJ 仅在 rtTrtW βηγ /))](exp(1[)1()(0 −−−−≤≤ 时成立。 

   最优消费与投资组合选择的显示解如下： 
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和 
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)(

1)(* 22 Ttr
r

r
tW

rt −−
−

+
−

=
σβ

αη
δσ
αω  （5.7） 

对以上两个方程稍加观察可知需求函数关于财富是线性的，这表示 HARA是唯一一族蕴含线

性解的凹效用函数。 

6. 投资组合跳跃过程 

我们用 Merton（1971）方法来讨论在投资组合问题中跳跃过程最大值原理的应用。考虑

两资产情形，其一为价格服从对数正态分布的普通股票，另一个是在无违约情况下支付即期

利率 r ，在违约情况下其价格为零的风险债券。生成这种债券价格过程的假定如下： 

PdqrPdtdP −=  （6.1） 

其中 )(tq 为独立泊松过程。代替（4.13）的新预算方程为： 

{ } WdqWdzdtCrWrWdW )1()( ωωσαω −−+−+−=  （6.2） 

注意（6.2）为混合维纳和泊松过程的动态系统的一个例子。利用一般的 oIt ˆ 公式和第二章第

12 节跳跃过程的最大值原理，得最优方程： 
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t

ωσαω

ωλ

+−+−+

−++=
 （6.3） 

这里最优消费为 *C 和投资组合 *ω 由如下隐式方程确定： 

),()*,(0 tWJtCu wC −=  （6.4） 

和  

WtWJrtWJtWJ WWWW *),())(,(),*(0 2ωσαωλ +−+=  （6.5） 

在这个 Merton 问题中，存在着额外的新东西，它在纯粹的布朗运动情形下没有介绍。

也就是说，对于 HARA效用函数，你不仅必须从
αWtgtWJ )(),( = 猜出解和通过取指数法

求出指数解，而且还必须猜出需求函数的形式 edWW +=ω ，其中 d 项是独立于财富的。

如果给定分离定理，即对于双曲型绝对风险厌恶类效用函数，风险资产所占财富的比例应与

投资者的财富水平和他的年龄无关，那么推测出风险资产的需求函数形式是自然的。现假设

泊松情形也有类似的分离定理。进一步，推测 e项为 0。这很显然，若财富为 0 就不会有对

风险资产的需求。 

其次，使状态函数 J 的偏微分方程中财富上的指数相等，可求出财富上的未知指数。结

果表明，它与效用函数中消费上的指数是一样的。删除状态函数的偏微分方程（6.3）中的所

有涉及财富的项，将给出一个关于未知函数 )(tg 的常微分方程。进一步，考察必要条件（6.5）
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就可确定未知比例 d 。在必要条件（6.5）中删除所有涉及财富和未知函数 )(tg 的项，可得如

下关系： 

1
22 )1()1(

−

−
+

−
−

= γ

γσ
λ

γσ
α drd  （6.6） 

   最后这一式子与 Merton（1971，p.391）中的 d=ω 时的情形（Merton（80’））是一致的。

这样，对风险资产具有线性需求的假设成立。 

   这段推导无疑是在泊松情况下，为了得出一个封闭形式的解，猜测风险资产需求函数的形

式所必需的。不过对需求函数适当形式的假设还是来源于在纯布朗运动情形下的需求函数形

式的推导。换句话说，在布朗运动情形下，当效用函数为双曲型风险厌恶类时，则其风险资

产的需求函数为线性的，投资者组合中风险资产的持有比例与投资者的财富水平和他或她的

年龄无关。这种无关性称为分离定理。分离定理名字的来源，在这种情形下消费决策与投资

多样化决策是各自独立作出的。 

Merton（1971）的文章包含了在泊松过程下闭形式解确定的其他几个例子。更进一步，

它还包含在更一般的过程下闭形式解的确定问题。 

7. 指数债券的需求 

   像 Fischer（1975）那样，考虑一个家庭，它拥有一个三种资产的资产组合：真实债券、

风险资产和名义债券。假定组合可以随时无成本地调整比例。同时假定通胀率是随机的，且

由以下过程描述： 

sdzdt
P
dP

+= π  （7.1） 

真实债券支付真实收益率 1r ， 1r 加实际通胀率为名义收益率。注意： 

11111
1

1 )( dzsdtRsdzdtr
P
dPdtr

Q
dQ

+≡+Π+=+=  （7.2） 

是描述关于指数债券的名义收益的方程。股票的名义收益为： 

222
2

2 dzsdtR
Q
dQ

+=  （7.3） 

这里 2R 为每单位时间股票的期望名义收益，
2
2s 为每单位时间名义收益的方差。利用应用 2

的结果，若我们令 dtRQdQ 333 / = 描述名义债券的确定的名义收益，则关于名义债券的实际

收益为： 

11311
2
13

3

3 )(
/

)/(
dzsdtrdzsdtsR

PQ
PQd

−≡−+−= π  （7.4） 
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令 321 ,, ωωω 分别为组合中持有真实债券、股票、名义债券的比例。显然 1321 =++ ωωω 。

预算约束（给出名义财富W 的变化）类似于（4.10）： 

∑∑ +−=
2

1

3

1
iiiii WdzsPCdtWdtRdW ωω  （7.5） 

这里 C 为消费率。名义财富变化的不确定性产生于真实债券和股票的持有。因为

213 1 ωωω −−= ，我们改写方程（7.5）为： 

∑∑ +−−−=
2

1
3

2

1
3 )()( iiiii WdzsdtPCWRWdtRRdW ωω  （7.6） 

   我们现在将此家庭选择问题公式化为 

{ } ∫
∞

0
0,

]),([max dtttCuE
iC ω

 （7.7） 

满足（7.6）和  

0)0( WW =  

这里u 为C 的严格凹效用函数， 0E 为关于 )0(P 的条件期望。 

最优性的一阶必要条件为： 

WC PJtCu −= ),(0  （7.8） 

2
1212

2
1131 )()(0 PsJsssWJRRJ WPWWW +++−= ρωω  （7.9） 

21211
2
2232 )()(0 ssPJsssWJRRJ WPWWW ρρωω +++−=  （7.10） 

类似于前面，这里： 

{ } ∫
∞

=
t

tC
dssCuEtPWJ

i

),(max),,(
,ω

 

ρ  为维纳过程 1dz 和 2dz 的瞬时相关系数， 1<ρ 。现在利用方程（7.9）和(7.10)及

1=∑ iω 的事实，我们可以解出资产需求，得： 

WJ
PJ

ss
RR

s
RR

WJ
J

WW

WP

WW

W −⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
−

−=
)1(
)(

)1( 2
21

32
22

1

31
1 ρ

ρ
ρ

ω  （7.11） 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−

−
−
−

−=
)1(
)(

)1( 2
21

32
22

2

32
2 ρ

ρ
ρ

ω
ss

RR
s

RR
WJ

J

WW

W  （7.12） 
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1
)1(

))((
)1(

))((
22

21

2132
2

2
2
1

1231
2 −⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−
−−

+
−

−−
=

ρ
ρ

ρ
ρ

ω
ss

ssRR
ss

ssRR
WJ

J

WW

W  （7.13） 

利用（7.11）-（7.13）Fischer（1975）研究了这三个资产的需要函数的全部性质。特别，

考虑一下（7.11）中指数债券的需求函数。显然，系数
WJ

J

WW

W− 为家庭相对风险厌恶度的倒

数。若我们简单地假设（7.11）中的 0=ρ ，则（7.11）说明指数债券的需求依赖于（i）相

对风险厌恶度，（ii）两种债券期望名义收益间的差值 31 RR − 和（iii）通货膨胀的方差
2
1s 。

然而，（7.11）中的
WJ
PJ

WW

WP 项又代表什么呢？这一项可以用相对风险厌恶度表示如下： 

1// −−= WJJWJPJ WWWWWWP  （7.14） 

为得到（7.14）我们首先对（7.8）关于 P 求导得： 

WPWCC PJJ
P
Cu +=
∂
∂

 （7.15） 

关于W 求导得： 

WWCC PJ
W
Cu =

∂
∂

 （7.16） 

最后，注意到消费为实际财富的函数： 

W
C

P
W

P
C

∂
∂

−=
∂
∂

 （7.17） 

综合（7.15）—（7.17），我们得（7.14）。 

这段分析揭示出很多其他有价值的观点。我们仅举一例。当 01 =ω ，即当家庭投资

组合中没有指数债券时，按照实际收益计算的收益差为： 

)]1()[( 2
2
12

2
12131 ωωρ −−−−=− ssss

J
J

rr
W

WW  （7.18） 

假定 12 =ω 即真实和名义债券的净量均为 0。如果股票收益和通货膨胀间有正的协方差，则

由（7.18）我们可知 031 >− rr 。这表示指数债券将不得不支付比名义债券的期望实际收益

更高的收益。换句话说，若股票为抵御通胀的套期保值，指数债券将无法控制名义债券的溢

价。相反地，若股票不是针对通胀的套期保值，则指数债券将可控制名义债券的溢价。 

8. 有效市场中的期限结构 

   类似于 Black-Scholes（1973）和 Merton（1971）曾使用的，前几节已介绍过的随机微积
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分方法也被 Vasicek（1977）用来给出有效市场利率期限结构的显式描述。按照 Vasicek 的方

法，我们描述这种模型如下： 

令 ),( stP 表示到期时间为 s 的贴现债券在 t 时刻的价格，这里 st ≤ 。债券假定有单位到

期价格，即： 

1),( =ssP  （8.1） 

到期收益 ),( TtR 为到期日 Tts += 的债券的内在收益率，给出如下： 

0,),(log1),( >+−= TTttP
T

TtR  （8.2） 

由（8.2）收益率 ),( TtR 作为T 的函数将定义为时刻 t 的期限结构。我们利用（8.2）定义即

期利率为瞬时借贷利率 )(tr ，即： 

),(lim)0,()(
0

TtRtRtr
T→

==  （8.3） 

假定 )(tr 是时间的连续函数，且由随机微分方程 

dztrdttrfdr ),(),( ρ+=  （8.4） 

描述。这里，类似于前面， )(tz 为具有单位方差的维纳过程。假定贴现债券的价格 ),( stP 是

由整个债券期限内即期利率过程（8.4）在 t 时刻的估值所确定，这样我们可记作： 

))(,,(),( trstPstP ≡  （8.5） 

方程（8.5）显示出即期利率是整个期限结构中唯一的状态变量，这意味着不同到期日的债券

的瞬时收益是高度相关的。最后，我们假定无交易费用，信息同时对所有投资者可知和投资

者是理性的；也就是说，我们假定市场是有效的。这一假定表示不存在无风险套利机会。 

由（8.4）和（8.5）式，通过 oIt ˆ 引理我们可得如下随机微分方程： 

dztrstPdttrstPdP ))(,,())(,,( σμ −=  （8.6） 

它描述了债券价格的变化。在（8.6）中函数μ 和σ 定义如下： 

),,(]
2
1[

),,(
1),,( 2

2
2 rstP

r
e

r
f

trstP
rst

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=μ
 （8.7） 

),,(
),,(

1),,( rstP
rrstP

rst
∂
∂

= ρσ  （8.8） 

   现在考虑由下式给出的量 ))(,( trtq ： 



《经济学和金融中的随机方法》                                               第四章 

)(
),,(

),,(),( st
rst

rrstrtq ≤
−

=
σ

μ
 （8.9） 

我们称其为风险的市场价格，它表明每增加一单位风险债券的期望瞬时收益率的增量。将

（8.7）和（8.8）中μ 和σ 的表达式代入（8.9），作必要的变换得出期限结构方程如下： 

0
2
1)( 2

2
2 =−
∂
∂

+
∂
∂

++
∂
∂ rP

r
P

r
Pqf

t
P ρρ  （8.10） 

注意（8.10）式为一偏微分方程，一旦即期利率过程 )(tr 和风险的市场价格 ),( rtq 给定，解 P

就可得到。（8.10）的边界条件为： 

1),,( =rssP  （8.11） 

求出方程（8.10）满足条件（8.11）的解 ),,( rstP ，这就可由（8.2）得出期限结构。 

Vasicek（1977）利用 Friedman（1975）中的方法给出了债券价格的表达式，即作为满足

条件（8.11）的期限结构方程（8.10）的一个解， 

studzuruqduuruqduurEstP
s

t

s

t

s

t
t ≤+−−= ∫∫∫ ，)())(,())(,(

2
1)(exp(),( 2  （8.12） 

为了给出方程（8.12）的一些经济意义，构造一个由到期日趋向无穷的债券，称为长期

债券，组成的投资组合以即期利率买进卖出且比例分别为 )(tλ 和 )(1 tλ− 。此处我们定义 )(tλ

为： 

),(
)(),()( 2 ∞

−∞
=

t
trtt

σ
μλ  （8.13） 

即： 

))(,(),()( trtqtt =∞σλ  （8.14） 

这个组合的价值 )(tQ 满足方程： 

QrdtdztdttQdQ )1()),(),(( λσμλ −+∞−∞=  （8.15） 

通过计算 Qlog 的微分和利用（8.14），方程（8.15）可以被积分，得： 

qdzdtqrdt

dttrdtdztdttQd

−+=

∞−−+∞−∞=

2

22

2
1

),(
2
1)1(),(),()(log σλλλσλμ

 

由此可知： 
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)))(,())(,(
2
1)(exp(

)(
)( 2 ∫∫∫ +−−=

s

t

s

t

s

t

dzuruqduuruqduur
sQ
tQ

 

利用最后这个方程，我们可以把（8.12）重写为： 

)(
)(
)(),( sut

sQ
tQEstP t ≤≤∀=  

由此，我们得出，若某一时刻 t 的债券价格为组合Q价值的一个确定比例，则将来仍保持这

一比例。 

9. 在项目评估中的市场风险调整 

   本应用中我们将遵循 Constantinides（1978）所发展的规则，即将存在市场风险的估价问

题转化为风险价格为零情况下的估价问题。 

   令 ),( txV 表示某一项目的市场价值，其中这个项目可以选择为一项投资，一种期权，一

种厂商权益等。假定项目可以生成一系列现金流， ),( txV 表示这一现金流的时间和风险调整

价值。市场价值函数 ),( txV 由状态变量 x 和时间 t 确定，这里我们假定 x 变化遵循如下随机

微分方程： 

dzdt
dztxdttxdx

σμ
σμ

+=
+= ),(),(

 （9.1） 

其中，为了记号的简便，我们记 ),(),,( txtx σσμμ ≡≡ 。类似于以前，（9.1）中的 z 为一具

有单位方差的维纳过程。项目在时间区间 ),( dttt + 内所生成的现金收益假定为非随机的，并

由 cdt 给出，这里 ),( txcc = 。 

现在考虑项目在时间区间 ),( dttt + 内的收益，它是资本增值 ),( txdV 和现金收益 cdt 的

和。为了得到 ),( txdV ，我们利用 oIt ˆ 引理 

dzVdtVVVtxdV xxxxt σσμ +++= )
2

(),(
2

 （9.2） 

假定 ),( txV 有对 x 的二阶连续偏导和对 t 的一阶连续偏导数。利用（9.2）我们可以给出项目

的收益率为： 
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dz
V
V

dtVVVc
VtxV

cdttxdV x
xxxt

σσμ ++++=
+ )

2
(1

),(
),( 2

 （9.3） 

由（9.3）我们可以写出每单位时间内的期望值 Pα 和每单位时间内与市场的协方差 PMσ ，它

们为： 

VVVVc xxxtP /)
2

(
2σμα +++=  （9.4） 

和 

VVxMPM /σρσσ =  （9.5） 

这里 ),( txρρ = 为 dz 和市场收益间的瞬时相关系数。（9.5）中的 Mσ 为市场组合方差的正平

方根。 

关于这一点，Constantinides（1978）利用了由 Merton（1973b）证明且在 Merton（1972）

中陈述给出的结论。在陈述这一结果前，我们先引进记号。令 iα 表示单位时间内证券 i 的期

望收益率， ijσ 为单位时间内收益的协方差。无风险的借贷利率用 r 表示，下标M 表示市场

投资组合。结论为：在一定的假设条件下， Merton（1973）的即时资本资产定价模型成立，

均衡的证券收益一定满足方程： 

)( rr Mii −=− αβα  （9.6） 

这里
2/ MiMi σσβ = 。注意，（9.6）是经典的资本资产定价模型的证券市场线在连续时间下的

类似物。参见 Francis 和 Archer（1979, p.158）。为了达到我们的目的，改写（9.6）为： 

MiMi r σλσα /=−  （9.7） 

这里 MM r σαλ /)( −≡ 。将（9.4）和（9.5）代入（9.7）得： 

0
2

)(
2

=+−++− xxxt VVVrVc σλρσμ  （9.8） 

这是一个偏微分方程。在确定的边界条件下，我们可以得到其解 ),( txV ，以给出项目的市场

价值。为了进一步分析，令： 

),(),(),(),(** txtxtxtx σλρμμμ −≡=  （9.9） 

并改写（9.8）为： 
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0
2

*
2

=+++− xxxt VVVrVc σμ  （9.10） 

下面，我们想比较一下（9.10）和另一个类似的方程。后者描述在没有市场风险溢价（即

0=− rMα ）的资本市场中的项目的价值。在（9.6）中，令 0=− rMα 并利用（9.4）和（9.5），

可得： 

0ˆ
2

ˆˆˆ
2

=+++− xxxt VVVVrc σμ  （9.11） 

这里 ),(ˆ txV 表示没有风险溢价下的资本市场中的项目的价值。（9.11）中的边界条件相同于加

在（9.10）中的V 的条件，因为这些条件是独立于市场风险溢价的。 

   通过比较（9.10）和（9.11）两方程，我们得出这节应用的结论。比较显示 ),( txV 可以看

作为无风险溢价资本市场中的项目的市场价值，只需用 ),(* txμ 替换 ),( txμ 。这一发现导致

了 Constantinides（1978）提出确定项目的市场价值的下述规则。首先，如（9.9）那样，将趋

势 ),( txμ 替换为 ),(* txμ 。然后，以无风险利率贴现期望现金流。 

10. 现金平衡的需求 

现行的各种用来解释货币需求的模型可以分成两大类。一些模型，例如 Baumol（1952）

和 Tobin（1956），假定交易按一稳定的趋势发生，可精确预测；另一些模型例如 Olivera（1971）、

Miller 和 Orr（1966），假定净现金流量是完全随机的。本节应用中，我们仿照 Frenkel 和

Jovanovic（1980），合并讨论这两类的各种特点。 

假定货币持有量的变化遵循 oIt ˆ 随机微分方程： 

)0()0(
)()(

0 ≥=
+−=
μ
σμ

MM
tdzdttdM

 （10.1） 

其中 z 是具有单位方差的维纳过程， 0M 是最优初始货币持有量，μ 为净支出的确定部分。

积分（10.1），我们可得： 

)()( 0 tztMtM σμ +−=  （10.2） 

这里 )(tM 是期望为 tM μ−0 ，方差为 t2σ 的正态分布。货币持有量的最优水平是由金融管

理成本的最小化确定。成本有两个来源。首先，是依赖于利率 r 和货币持有量 )(tM 的被放

弃的收入；其次，依赖于调整频率和每次调整的固定费用C 的调整成本。假定货币存量的调

整在货币持有量达到一个下界时是必需的，此一下界可以假定为 0。注意每一种成本都是随
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机的，因为在每一时间点 t 由（10.2）所刻划的货币持有量是随机的。由此，现金平衡的最优

量可以通过最小化期望成本而确定。 

为分析的方便我们将期望成本分为两部分：第一部分为第一次调整时期发生前的期望成

本，第二部分为此后的期望成本。持有量达到零和调整为必需的时期是随机的。对于第一部

分的分析，我们把时期 t 的瞬时被放弃的收入记为 )(trM ，它的现值记为
rtetrM −)( 。用

)0,|,( 0MtMh 表示货币持有量 )(tM （在时期 0=t 时，它为最优水平 0M ）在货币持有量

为M 的时期 t 之前尚未达到零的概率。这样，直到第一次调整前的期望被放弃的收入的现值

可写作： 

∫ ∫
∞ ∞

−=
0 0

001 ])0,|,([)( dtdMMtMMherMJ rt  （10.3） 

Frenkel 和 Jovanovic（1980）关于（10.3）的证明可简化为： 

r
MMJ μα)1()( 001 −−=  （10.4） 

这里： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −+−= ])2[(exp 2/122

2
0 μσμ

σ
α r

M
 （10.5） 

我们先来分析伴随第一次调整产生的期望成本。用 )( 0MG 表示整个期望成本的现值，

),( 0 tMf 表示货币持有量（它在 0=t 时刻为最优水平 0M ）在 t 时刻达到零的概率。这样，

首次调整后的期望成本的现值可由下式给出： 

∫ += −
2

0
0002 ),()]([)( dttMfMGCeMJ rt  （10.6） 

注意 )( 0MG 不包含当前的调整固定成本，这就是（10.6）中为什么会把C 加到 )( 0MG 上的

原因。Frenkel 和 Jovanovic（1980）提出（10.6）可以简记为： 

)]([)( 002 MGCMJ +=α  （10.7） 

利用（10.4）和（10.7），我们可以把全部期望成本的现值写为： 

)]([)1()( 000 MGC
r

MMG ++−−= αμα  

整理得： 

r
CM

MG μ
α
α

−
−
+

=
1

)( 0
0  （10.8） 

对于金融管理期望成本 )( 0MG 关于最优货币平衡水平 0M 的最小化，我们可给出必要条件： 
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0)()1(
0

0 =
∂
∂

++−
M

CM αα  （10.9） 

将（10.9）在 0M 处作 Taylor 展开，忽略第三和更高阶的项，解得 0M 为： 

2/1
2/122

2

0 )
)2(

2(
μσμ

σ
−+

=
r
CM  （10.10） 

等式（10.10）满足齐次假设，即同时给σ 、C 和μ 一个增加比例， 0M 会有同一个比例的增

加。 

我们对两种特殊情况有兴趣。第一种情况，如果我们假定 02 =σ ，那么把等式（10.10）

中分母的括号内的项在 02 =σ 处展开，得到： 

)(2
2
1)2( 4

2
2/122 σ

μ
σμσμ Orr ++=+  （10.11） 

在（10.11）中的 )( 4σO 定义为
4σ 或高阶的项。将（10.11）代入（10.10）得 

2/1
42

2

0 )
)()/(

2(
σμσ

σ
Or

CM
+

=  （10.12） 

最后，在（10.12）中，令 02 →σ ，取极限我们得 

2/1

0
0

2lim
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

→ r
CM μ

σ
 

这就是 Baumol-Tobin 的最优交易平衡公式。 

第二种特殊情况，我们令 0=μ ，计算（10.10）可得 

2/1
2/12

2

0 )
)2(

2(
σ
σ

r
CM =  （10.13） 

这类似于 Miller-Orr 模型的结果。 

这样，利用随机微积分方法，仿照 Frenkel-Jovanovic（1980）模型，对货币需求的几个

现存模型的扩展已经完成。在这种扩展中，两种特殊情况的意义是清楚的。第一种情况，相

对于 Baumol-Tobin 框架，它假定控制净支出的过程为确定的，即 02 =σ 。第二种情况，相

对于 Miller-Orr 框架，它假定控制净支出的过程为随机的，但没有趋势，即 0=μ 。 
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11. 系统风险的价格 

1976 年，Steve Ross 提出了资本资产定价理论，并证明了所有无系统风险组合获得无风

险收益率加上资产收益的由 −K 因子模型产生的假设，将导致在平均收益和 −K 因子的每一

个因子的价格 Kλλλ ,...,, 10 的存在性（Ross，1976）。这些价格满足这样的性质，每一资产 i 的

期望收益 ii aZE ≡~
是资产 i 的收益关于每一因子 k 的标准差的线性函数，即 

∑
=

=+=
K

k
kiki Niba

1
0 ,...,2,1,λλ  （11.1） 

这里资产收益的原始模型如下 

。NibaZ i

K

k
kkiii ,...,2,1,~~~

1

=++= ∑
=

εδ  （11.2） 

此处 iZ~ 表示持有此资产一个单位时间所获随机非预期收益， kδ
~

为由因子 k 所致系统风险， iε
~

为资产 i 的非系统风险， ia 和 kib 为常数，假定 kδ
~

和 iε
~ 对任意 k 和 i 的期望为零， Nεε ~,...,~

1 独

立，且对每一 k 和 i ， kδ
~

和 iε
~ 为具有有限方差的不相关随机变量。 

Ross 证明了满足（11.1）的 Kλλλ ,...,, 10 的存在性。证明方法是作投资组合
NR∈η ，使

得 

0
1

=∑
=

N

i
iη  （11.3） 

构造 iη 使投资组合的收益 

∑ ∑∑ ∑

∑ ∑∑

= == =

= ==

++=

++=

N

i

N

i
ii

K

k
k

N

i
ikiii

N

i
i

K

k
kkiii

N

i
ii

ba

baZ

1 11 1

1 11

~~)(

]~~[~

εηδηη

εδηη
 （11.4） 

中的每一 kδ
~

的系数为零，和要求对所有无系统风险零财富投资组合，有 

0
1

=∑
=

N

i
iiaη  （11.5） 

成立。 

这里，（11.3）对应于零财富的条件。条件 
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，),...,2,1(0
1

Kkb
N

i
iki == ∑

=

η  （11.6） 

对应于无系统风险条件。实际上，Ross 并没有要求条件（11.3）对所有零财富无系统风险投

资组合成立，而只是要求对它们当中那些充分分散（即 iη 有相当的规模）的投资组合成立。

这样他可以利用 Nεε ~,...,~
1 的独立性证出随机变量∑

=

N

i
ii

1

~εη 很小，因此，它在只对不能分散掉

的风险才愿意付出一个正的价格的投资者的眼中具有很小的价格。 

除了这个分析之外，Ross 证明条件：对任给
NR∈η ， 

Kkb
N

i
kii

N

i
i ,...,2,10;0

11
=== ∑∑

==

ηη  （11.7） 

的条件意味着在均衡中关系式 

0
1

=∑
=

i

N

i
iaη  （11.8） 

应成立。 

（11.7）和（11.8）所说的是零财富，零系统风险的投资组合应获得零均值收益率。条件

（11.7）和（11.8）具有明显的经济意义，若其不满足则显然存在套利机会。 

无论那种情况，（11.7）和（11.8）意味着存在 Kλλλ ,...,, 10 使（11.1）成立，其证明仅需

简单的线性代数知识。注意 Ross 并没有做出均值方差型投资者效用函数或资产收益为正态分

布的假定，这种假定在通常的 Sharpe-Lintner 资产定价理论中是通行的，在金融文献中也是

标准做法。 

不过，像金融学中标准的资产定价模型一样，Ross 的模型没有将资产收益和不确定性的

基本来源相联系。在瞬时一般均衡的资产定价模型的构造中，第三章的应用 15 将被用作一个

模式，其中形式（11.2）的关系在模型里确定，因此 Kλλλ ,...,, 10 也将在模型里确定。这种资

产价格确定的模型将保留 Ross-Sharpe-Lintner 公式中的好的和实际易用的性质，但同时又给

我们一个新课题，即我们可以提出一般均衡问题。例如，收入税的累进制的提高会对风险资

产供给的需求和 Kλλλ ,...,, 10 产生什么影响？ 

让我们继续把第三章第 15 节的增长模型与（11.1）式联系起来。简单地，假定所有过程

i 都是动态的，即第三章（15.11）等式成立。为方便起见，重记（15.11）： 

{ }),()()( 1 tititit rxfcuEcu ′′=′ +β  （11.9） 

现在，（11.2）是关于资产收益的一种特殊假设。相对于（11.2）的技术的不确定应是哪种假

设呢？作为一个例子，对每一个 Ni ,...,2,1= ，记： 
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)(
)()~~~(),( 2

2
1

10

itiit

itiKt
K
ittittitittiti

xfr
xfAAAArxf

≡
++++≡ δδδ L

 （11.10） 

这里
k
itA 为定值，{ }∞=1

~
tktδ 对于每一个 k 是独立同分布的随机变量序列。对每一个 t ， ktδ~ 的期

望为 0，方差有限。 stδ~ 和 ktδ~ 对任意的 ks, 和 t 都独立。进一步假定 )(⋅f 为凹、单调递增、

二次可微的函数， ∞=′ )0(f ， 0)( =∞′f 且存在一个下界 0ε 使得对所有 t ， 0ε>tr 以概率

1 成立。这些假定比需要的强些，但可以使我们避免因技术问题而离题。对任给的 t ，定义

1~
0 ≡tδ ，因此我们可以在下面的（11.11）中从 0=k 到 K 求和。 

将（11.10）代入（11.9）得，对所有 kt, 和 i ： 

{ }{ }∑

∑

=
+

=
+

′′=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

′⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛′=′

K

k
ktttiti

k
it

iti

K

k
kt

k
itttt

cuExfA

xfAcuEcu

0
1

0
1

~)()]([

)(~)()(

δβ

δβ
 （11.11） 

暂不考虑（11.11），我们来考察储存一单位的资本并将其在 t 期开始时投入到过程 i 中的边际

效益。在 t 期末， tr 可知且额外产出为： 

∑
=

′+′≡
K

k
ktiti

K
itititit xfAxfAZ

1

0 ~)()(~ δ  （11.12） 

令： 

kktit
k
itktititi xfAbxfAa δδ ~~),();(0 =′≡′≡  （11.13） 

方程（11.12）等同于 Ross 的 0~ ≡iε 时的（11.2）。我们现在再来生成类似于（11.1）的式子。

对于（11.11），利用（11.13）改写之，得： 

{ } { }∑
=

++ ′+′=′
K

k
ttiktttkit cuEacuEbcu

1
11 )(~)()( βδβ  （11.14） 

因此： 

{ }
{ }
{ }∑

= +

+

+ ′
′

−
′
′

=
K

k tt

kttt
ki

tt

t
i cuE

cuE
b

cuE
cu

a
1 1

1

1 )(

~)(
(

)(
)( δ

β
 （11.15） 

这样由下式定义的 Kλλλ ,...,, 10 ： 

{ }
{ }
{ })(

~)(
;

)(
)(

1

1

1
0

+

+

+ ′
′

−=
′
′

=
tt

kttt
k

tt

t

cuE
cuE

cuE
cu δ

λ
β

λ  （11.16） 



《经济学和金融中的随机方法》                                               第四章 

满足： 

∑
=

+=
K

k
kkii ba

1
0 λλ  （11.17） 

这里为了记号方便下标 t 被省去。这些结果非常有启发性，它显示该研究模型有极丰富的经

济内容。尽管该模型是规范的，但下一节我们将转而讨论均衡资产定价模型，使得 kλ 就变为

均衡风险价格。让我们更详细揭示（11.16）式的经济意义。 

   设 1=K 和存在一个无风险资产 N ，即： 

0)(1 =′′≡ NtNtN xfAb  （11.18） 

于是： 

0=′NtA  （11.19） 

由（11.19），我们得： 

110 ; λλ iNiN baaa +==  （11.20） 

所以，对任意 Nji ≠, ： 

jNjjNi baabaa 11 /)(/)( −=−  （11.21） 

（11.20）式的第二部分相应于证券市场线，也就是说在单因子模型中期望收益和风险呈线性

关系。方程（11.21）相对于普通的 Sharpe-Lintner-Mossin 资本资产定价模型结果为：在均衡

中，每单位风险的超额收益对所有资产一定相等。 

（11.16）式所给 0λ 的经济解释众所周知，此处就不必再加说明。观察 kλ 的公式，在 1+t

时刻的消费边际效用与一个具有零期望和有限方差的扰动 ktδ~ 的协方差出现在分子中。由于

ktδ~ 的增加会导致产出的增加， )( 11 ++ = tt ygc 随 1+ty 的增加不会减少，因此这个协方差应是

负的，所以 kλ 的符号为正。随后，我们将更详细地研究确定 Kλλλ ,...,, 10 的大小。现在，让

我们说明这一模型如何在实际问题中利用时间序列数据得到 Kλλλ ,...,, 10 的估计也许是有帮

助的。 

首先，由于 iZ~ 的主观性，如何接近 Ross 模型（11.2）呢？像美国证券市场那样组织很

好的市场最自然的接近这一模型的方法是理性预期： iZ~ 的主观分布等于它的实际或客观分

布。我们将在理性预期条件下，资产定价模型在下面得到发展，证明我们的资产定价模型与

规范模型一样生成相同的解。收敛定理意味着出{ }∞=121 ,...,,,, tNttttt xxxcx 收敛于一个平稳随
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机过程。 

因此，平均遍历性定理（不严格地说，一个平稳随机过程的任意函数G 的时间平均等于

G 关于这一过程的平稳分布的统计平均）允许我们应用对平稳随机过程发展的时间序列方法

来估计 Kλλλ ,...,, 10 。众所周知，时间序列数据对 Kλλλ ,...,, 10 的估计是有用的。 

下面，我们转而讨论资产定价模型的进一步发展。 

12. 资产定价模型 

    本节我们将重新解释第三章第 15 节的模型，给它添加一个纯粹出让权益的市场，以便描

述均衡资产定价的进展。这样，我们不仅产生了讨论资本资产价格鞅性质的一般均衡内容，

而且这一模型将包含重要的投资决策，重要的纯粹出让权益的市场即股票市场和定价真实资

本存量的市场。 

    我们相信弄清楚如何将最优增长模型变成资产定价模型是相当有益的。这也是有大量关

于随机增长模型的文献稍加努力就可照搬到资产定价问题中的原因。 

    我们像 Lucas（1978）那样，发展资产定价模型。这一模型包含一个有代表性的消费者，

他的偏好相同于在第三章（15.1）给出的计划者的偏好。此模型包含 N 个不同的厂商，他们

从消费者处在每一时期以利率 1+tR 借入资本，以使下式最大化： 

。ittitititi xRrxf 1,1, ),( ++ −≡π  （12.1） 

注意，这里假定每一个厂商 i 在 tr 已知后做出借入 itx 的决策，此处 1, +tiR 表示为借入利率，它

是在时刻 1+t 行业通行的资本借入利率，在模型中它是给定的。 

    模型将按如下方式引入股票市场，即其实际量化方面与均衡增长模型是一样的。其次，

假定我们的模型满足理性预期假设。该定量模型本质上是 Arrow-Debreu 模型，也是 Lucas

（1978）模型。我们以每一种状态存在一种证券的方式引进证券市场。然而，确实有如（12.1）

的借入权益竞争交易的分离市场。回忆 Arrow-Debreu 经济租金就是以一次付清的模式来进行

再分配的。 

    这一模型是基于 Lucas（1978）模型的想法，在那里每一厂商 i 公开发行一完全可分割的

股份。在时期 t 拥有厂商 i 的 %a 的股份，则在时期 1+t 将享有其 %a 的利润的权力。在理性

预期的假设下，均衡资产价格和均衡消费，资本和产出，完全类似于 Lucas（1978），由最优

化确定。我们来描述这个模型。代表性的消费者求解问题： 

∑
∞

=

−

1

1
1 )(max

t
t

t cuE β  （12.2） 

满足： 

t

N

i
tiittttttttt yxRZPZZPxc ≡+⋅+⋅≤⋅++ ∑

=
−−−

1
1,11π  （12.3） 
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tNixZxc itttt ∀=≥≥≥≥ ，,...,2,1;0;0;0;0  （12.4） 

1
1

0101010111 yxRZPZZPxc
N

i
ii ≡+⋅+⋅=⋅++ ∑

=

π  （12.5） 

{ } 给定
N
ii

iiiiiiiii

xx

xrxfrxfrxfRZ

100

0000010010

,

),(),();,(;1

=

′−≡′≡≡ Π
 

注意 itititittt RZPxc ,,,,, π 均为 tF 可测，分别表示 t 时期的消费， t 时期消费者拥有的全部资

本存量，厂商 i 在 t 时期每股股票的价格，厂商 i 在 t 时期被个人所拥有的股份数量，厂商 i 在

t 时期的收益和租借因子，即 itR 为本金加上出租给厂商 i 每一单位资本所得利息。这里的点

表示数量积。 

   假定厂商 i 租借 itx 以使（12.1）达到最大化。在 tr 已知以前，假定消费者在 t 时期出租给

厂商 i 的资本为 itx ，因而 1, +tiR 在 t 时期是不确定的。消费者为了求解他在时期 1 的问题，一

定会形成关于{ }∞=1titP ，{ }∞=1titR ，{ }∞=1ttx 的期望值，并在（12.3）和（12.4）的约束下最大化

（12.2）。经济活动中消费者一方按照这种方式决定对商品和股票的名义需求，以及资本存量

的名义供给和对 N 个厂商中的每一个厂商的服务。对厂商一方也是类似的。我们用下述定义

来完成模型：随机过程集 

{ } { } { } { } { } { } { } ),,,...,2,1,,,,,( 1111111
∞
=

∞
=

∞

=
∞
=

∞
=

∞

=

∞

= =≡ℜ tttittittittittittit xcNiZxRP π  

是一个理性预期均衡 .)..( EER ，如果面对 { } { } { } ),,( 111
∞
=

∞

=

∞

=≡Ρ tittittit RP π 消费者选择： 

eaZZccxxxx ititttitittt .,,, ====  （12.6） 

第 i 家厂商选择： 

itit xx =  （12.7） 

更进一步： 

（资产市场出清） 1≤itZ ，假若 1<itZ ，则 eaPit .0=  （12.8） 

（商品市场出清） earxfxc
N

i
ttiitt .),(

1
11,∑

=
−−=+  （12.9） 

（资本市场出清） eaxx t

N

i
it .

1
=∑

=

 （12.10） 

这里 ..ea 表示几乎处处，这样就结束，我们在这一节中将会用到的 ... EER 的定义。 

    很容易给出 ... EER 的一阶必要条件。让我们首先从消费者一方开始。为记号方便，我们



《经济学和金融中的随机方法》                                               第四章 

去掉上面的横线。在 t 期若消费者购买了一股厂商 i 的股票，那么他花费 itP 单位商品。在被

放弃的效用上的 t 期的边际成本为 itt Pcu )(′ 。在 t 期末， tr 已知且 1, +tiP 和 1, +tiπ 均变成已知。

因此，在 1+t 期开始时消费者获得 

))(( 1,1,1 +++ +′ titit Pcu π  （12.11） 

超额效用，假如他保留 1, +tiπ 并以 1, +tiP 售出除息股份。但这些效用是不确定的，并在未来的

一期中收到。在 1+t 期所获效用期望现值是： 

{ }))(( 1,1,1 +++ +′ tititt PcuE πβ  （12.12） 

在市场中消费者对资产 i 均衡要求 t 期的边际机会成本大于或等于在 1+t 期的红利的边际利

益和除息卖出价的现值： 

{ } eaPcuEcuP tititttit .))(()( 1,1,1 +++ +′≥′ πβ  （12.13） 

{ } ..))(()( 1,1,1 eaZPcuEZcuP ittitittittit +++ +′≥′ πβ  （12.14） 

在出租市场中，类似理由可得： 

{ } eaRcuEcu tittt .))(()( 1,1 ++′≥′ β  （12.15） 

{ } eaxRcuExcu ittittitt .))(()( 1,1 ++′=′ β  （12.16） 

  若一阶必要条件（12.13）—（12.16）能描述消费者的最优当然最好。但众所周知，为了完

全刻画最优性，在无穷远处的截断条件也是需要的。Benveniste 和 Scheinkman（1977）最近

的工作让我们可以证明下述引理。 

引理 12.1 假定第三章第 15 节的 1.A 成立，且过程集Ρ满足 0),( →tyW t ，当 0→t 时，其

中 ),( tyW t 定义为： 

∑
∞

=

−=
ts

s
s

t cuEtyW )(max),( 1
1 β  

满足条件（12.3）—（12.5），把当中的 t 换成 s ，1 换成 t 。仍用 ty 表示（12.3）式的右边。

则对给定的{ }∞=1titP ，{ }∞=1titπ ，{ }∞=1titR ， Ni ,...,2,1= ，最优解{ }∞=1titZ ，{ }∞=1titx ， Ni ,...,2,1= ，

{ }∞=1ttc ，{ }∞=1ttx ，可由（12.13）、（12.14）和下列两式 

{ } 0)(lim( 1
1 =⋅′−

∞→∞ ttt
t

t
ZPcuETVC β股票市场）  （12.17） 

{ } 0)(lim( 1
1 =⋅′−

∞→∞ ttt
t

t
ZPcuETVC β股票市场）  （12.18） 
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来刻画。 

证明：设{ }{ }tt cZ , 和{ }tx 满足（12.13）—（12.17）并令{ } { }tt cZ , 和{ }tx 为满足同样初

始条件（12.13）—（12.15）的一族随机过程。对每一T 计算亏空的上界： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−∑∑
=

−

=

−
T

t
t

t
T

t
t

t cucuE
1

1

1

1
1 )()( ββ  （12.19） 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−≤ ∑
=

−
T

t
ttt

t cccuE
1

1
1 ))((β  （12.20） 

]}

[)({

1
1,11

1
1,11

1

1
1

ttt

N

i
tiitttttttt

T

t
tiittttt

T

t
t

t

xZP

xRZPZxZP

xRZPZcuE

+⋅+

−−⋅−−⋅−

+⋅+⋅=

∑

∑∑

=
−−−

=
−−−

=

−

π

πβ

 （12.21） 

]})()[({ 1
1 TTTTT

T xZZPcuE +−⋅′= −β  （12.22） 

)(0]})[({ 1
1 ∞→→+⋅′≤ − TxZPcuE TTTT

Tβ  （12.23） 

这里应用了方程（12.13）—（12.16）以消去（12.21）式右边级数的中间项。 

    相对于 1 期的项互相抵消，因为初始条件均相同。因此在（12.20）和（12.21）右边的所

有项中仅有（12.22）中右边的项得以保留。由（12.17）、（12.18）和 TZ 与 Tx 的非负性可知，

（12.22）右边的渐近上界为零。这表示（12.13）—（12.18）意味着最优性。注意，证明到

这一步还不需要关于 ),( tyW t 的假设。 

    现在令{ }tZ 、{ }tc 和{ }tx 为给定{ }ttt RP π,, 下的最优。由于 ∞=′ )0(u 可导出 ..0 eact >

和W 在 ty 可微，我们可由W 的凹性及 0≥u 得知： 

2/)(2/),(),2/(),(),( 1
tt

t
ttttt ycuytyWtyWtyWtyW ′=′≥−≥ −β  （12.24） 

因而 0,0),( →→ ttyWE tt  

推出： 

∞→→′− tycuE tt
t

t ,0)(1β  （12.25） 

但是， 

∑ −−− +⋅+⋅≡
i

tiitttttt xRZPZy 1,11π  （12.26） 

于是由一阶必要条件： 
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11
2

111
2

1

1,1
1

1

)()(

]))[((

−−
−

−−−
−

−−
−

′+⋅′=

+⋅+′ ∑

tt
t

tttt
t

i
tiittttt

t

xcuEZPcuE

xRZPcuE

ββ

πβ
 （12.27） 

由（12.13）—（12.16）可得： 

1,111, ])([)( −−−− ′=′ tiittttti xRcuEcux β  （12.28） 

)])(([)( 1,111,
1 ∑ −−−−
− ′=′

i
tiittttti xRcuEcuxβ  （12.29） 

])(([)( 1,11,11, −−−−− +′=′ tiitittttitti ZPcuEZcuP πβ  （12.30） 

)])(([)( 111111
1

−−−−−−
− +′=′ ttttttttt ZPZcuEZcuP πβ  （12.31） 

因为 0,0 11 ≥≥ −− tt ZP ，所以（12.25）意味着： 

)(0)( 111
2

1 ∞→→⋅′ −−−
− tZPcuE tttβ  （12.32） 

)(0)( 11
2

1 ∞→→′ −−
− txcuE ttβ  （12.33） 

至此引理得证。 

    此证明的第一部分是 Malinvaud（1953）所给，第二部分来自 Benveniste 和 Scheinkman

（1977）。引理 12.1 的重要性在于它刻划了消费者的最优条件。 

    当 ∞→t 时， 0),(1 →tyWE t 的假设限制在过程集Ρ内成立，它要求Ρ满足沿Ρ中任一

路径效用增长平均地看不能快过
tβ 。在Ρ上 0),(1 →tyWE t 的一般充分条件可由 Brook 和

Gale（1969）及 McFadden（1973）的方法直接扩展到我们的模型。 

    一个明显的充分条件是效用函数有界，即存在常数 BB < 满足对任一 0≥c ，有

BcuB ≤≤ )( 。 

    我们注意到这里使用的把股票市场引入此类存在投资决策的模型的方法首先是由

Scheinkman（1977）在确定性情况下发展起来的。 

    下面，我们引进一个基本引理。 

引理 12.2 

（i）设 { } { } { } ),,( 111
∞
=

∞
=

∞
== tttittt xxcX 为第三章的最优增长问题（15.1）的解，并定义： 

ittititititttitiit xrxfrxfrxfR ),(),(),,( 1,1 ′−≡′≡ ++ π  （12.34） 

然后，设 { } NiP tit ,...,2,1,1 =
∞

= ，满足（12.30）和（12.32）。令： 

1=itZ  （12.35） 
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则 { } { } { } { } { } { } { } ℜ≡= ∞
=

∞
=

∞

=
∞
=

∞
=

∞

=

∞

= ),,,...,2,1,,,,,( 1111111 tttttittittittittit xcNiZxRP π 为理性预期均衡

.)..( EER 。 

（ii）设ℜ为 EER .. 。则 X 为第三章的最优增长问题（15.1）的解。 

证明：设 X 为最优增长问题（15.1）的解。显然由其定义可知ℜ满足 EER .. 一阶必要条件。

两个 ∞TVC 条件（1217）和（12.18）有待讨论。令： 

∑ −
− ≡− )(max)1,( 1

11 s
s

t cuEtxV β  （12.36） 

满足： 

∑
=

−−=+
N

j
ssjjss rxfxc

1
11, ),(  （12.37） 

给定1

1

,,...1,

0,0,,...,2,1,0;

−

=

+=

≥≥=≥≡∑

t

ssjss

N

j
js

xtts

xcNjxxx
 （12.38） 

按照类似于（12.24）—（12.33）中的讨论，又因为u 有界，我们得到对 0≥∀ tx ，有 0),( →txV t

当 ∞→t 时，且： 

0]2/)([

]2/),()([

2/),(),2/(),(),(

1
1

11

≥′=

′′=

′≥−≥

−

+

tt
t

ttitit
t

ttttt

xcuE

xrxfcuE

xtxVtxVtxVtxV

β

β  （12.39） 

由于（12.39）的左边必须趋于 0，那么其右边也必定趋于 0。因此： 

)(0])([ 1
1 ∞→→′− txcuE tt

tβ  （12.40） 

沿任一最优路径。（12.18）得证。 

对于（12.17），假定随机过程{ }∞=1titP 是利用（12.30）从模型数量方面（quantity side）构

造的，使得 ∞TVC （12.32）成立。因此，根据{ }∞=1titP 的构造 ∞TVC ，（12.17）也成立。这就

证明了（i）可推出（ii）。 

    为证明（ii）可推出（i），显然 ... EER 数量方面上的一阶必要条件可归结到最优增长问

题的一阶条件。需要证明的是 ∞TVC （12.40）。但这由引理 12.1 的（12.18）式可得。此即证

明了引理 12.2。 

    引理 12.2 揭示了任一竞争均衡的数量方面可由增长问题的解产生。这一事实使我们可以

确定 Ross 价格。更进一步，它将用来证明资产定价函数的存在性，这将在下一节中进一步讨

论。我们现在重新来讨论第三章第 15 节中的增长模型和 Ross 风险价格之间的关系，这会给
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... EER 随机过程 { } { } { } ),,( 111
∞
=

∞

=

∞

= tittittit PR π 的经济解释带来便利。 

   为了记号方便，我们去掉均衡数量上面的横线。假定在均衡中条件使得所有资产价格依概

率 1 为正，则 1..1 pwZit = ，且由（12.30）我们对每一 t 有： 

ittitiititttt PPZZcuEcu /),(];)([)( 1,1,1 +++ ≡′=′ πβ  （12.41） 

接下来，利润最大化蕴含： 

ittitttitititititi xrxfrxfRrxf ),(),(,),( 1,1, ′−==′ ++ π  （12.42） 

而对于出租市场，假定所有过程依概率 1 地被利用，则（12.42）和（12.28）告诉我们，对任

一 i 和 t 有： 

)],()([)( 1 titittt rxfcuEcu ′′=′ +β  （12.43） 

注意我们无法以 Ross 的线性形式（11.1）写出由（12.41）所定义的收益 itZ ，除非 )( 1+ti yP 关

于 1+ty 线性。第 16 节里有一个例子，在那里 )( 1+ti yP 关于 1+ty 为线性。但是我们首先必须证

明资产定价函数的存在性。下一节将完成这项工作。 

13. 资产定价函数的存在性 

    因为在均衡中第 12节的资产定价模型的数量方面与第三章第 15节的 N 个过程的增长模

型是一样的，由此我们可以利用第 15 节的结论来证明资产定价函数 )(yP 的存在性，其方法

类似于 Lucas（1978）中的方法。 

假设 1. 假定对所有的 Rr∈ 有： 

（a） Nirfi ,...,2,1,),0( =+∞=′  

（b） )0(0),(),(),( >∀>′−≡ xxrxfrxfrx iiiπ  

假设 1（a）指出在均衡中（12.15）式的等式成立。同样，假设 1（b）指出在均衡中（12.13）

式的等式成立。如同 Lucas（1978）方法，寻找一个有界连续函数 )(yPi 使得在均衡中下式成

立： 

))]()(([)()()( 11,11 ++++ +′=′=′ titittttitit yPcuEcuyPcuP πβ  （13.1） 

将前述问题转换为一个不动点问题。首先，从第三章第 15 节注意到： 

,...2,1),()( =′=′ tyUcu tt  （13.2） 
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),(
])())(([

),)((),(),(),(1,

tti

tttii

tttiititiittititititi

ryJ
ryhyh

rxxrxxrxfrxf

≡
=

=≡′−+

ηπ
ηπππ

 （13.3） 

),(]),())(([

),)((

1

1
1

tt

N

j
tttjj

N

j
tttjjt

ryYryhyhf

rxxfy

≡=

=

∑

∑

=

=
+

η

η
 （13.4） 

令： 

)()()(

)(),()],([)(

ttiti

R
titti

yUyPyF

drryJryYUyG

′≡

′≡ ∫ μβ
 （13.5） 

∫+≡
R

tititii drryYFyGyFT μβ )],([)())((  （13.6） 

则对任一 i ，（13.1）可写作： 

))(()( tiiti yFTyF =  （13.7） 

   问题（13.7）为一不动点问题，我们要找一个函数 iF 满足在算子 iT 作用下其保持不变。

为了能够应用压缩映射理论来找出不动点 iF ，我们首先必须证明 iT 将 ),0[ ∞ 上的有界连续函

数，记为 ),0[ ∞C ，映射回自身。第 15 节的结果表明（13.2）—（13.6）中的函数关于 ty 均

连续。我们需要下述引理。 

引理 13.1 若 )(yU 在 ),0[ ∞ 有界，则 )(yGi 有界。 

证明：首先，由U 的凹性我们可知： 

yyUyyUUyU )()0)(()0()( ′=−′≥−  （13.8） 

因此，存在 B 满足： 

)),0[()( ∞∈∀≤′ yByyU  （13.9） 

其次： 

{ }

BdrryYryJB

drryYryJryYryYUdrryJryYU

i

R
i

R
i

≤≤

′=′

∫

∫∫
)()],(/),([

)(),(/),(),()],([)(),()],([

μ

μμ
 

由于 0≥′if 蕴含： 
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1/;;
1

≤≡≤≡′− ∑
=

YJfYfJxff i

N

j
jiiitii  

从而， iG 以 Bβ 为界。引理得证。 

下面我们证明，若： 

)(sup
),0[

yFF i
y

i
∞∈

≡  （13.10） 

作为 ),0[ ∞C 上的范数，则 iT 是模为 β 的压缩算子。 

引理 13.2 ),0[),0[: ∞→∞ CCTi 是模为 β 的压缩算子。 

证明：我们需证对任一两个元素 ),0[, ∞∈CGF 有： 

GFGTFT ii −≤− β  （13.11） 

然而，对 ),0[ ∞∈y ，我们有： 

GF

dryGyF

dryGyF

drryYGryYFyGTyFT

y

ii

−=

′−′≤

′−′≤

−=−

∫
∫
∫

∞∈′

β

μβ

μβ

μβ

)()()(sup

)()()(

)()]),([)],([()()(

),0[

 （13.12） 

取（13.12）式左边的最大值，有： 

GFGTFT ii −≤− β  （13.13） 

引理得证。 

定理 13.1.  对每一个 i ，存在一个形如 )(yPi 的资产定价函数，其中 ),0[)( ∞∈CyPi 。 

证明：应用压缩映射定理可找出一不动点 ),0[)( ∞∈CyFi 。 

令： 

)(/)()( yUyFtP ii ′=  （13.14） 

显然 )(yPi 满足（13.1）。进一步，由 iT 和满足（13.1）的 )(yPi 的定义可得 )()()( ⋅≡⋅′⋅ ii FUP

为 iT 的不动点。定理得证。 
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14. 确定等价公式 

    在本节中，我们的目的是利用第 12 节的资产定价模型构造一种价格等于红利现值

)( PVDP = 的一般股票定价公式。在均衡中，这个公式一定成立。 

    公式将由第 12 节模型中的下述特殊情况导出： 

0),~)((),( 010 >+≡ itiiitititi AAAxfrxf δ  （14.1） 

    注意，方程（14.1）中的{ }∞=1ttδ 为一独立同分布的随机变量序列，具有零均值和有限方

差
2σ 。数

0
iA 和

1
iA 及随机变量 tδ

~
假定满足：存在 00 >ε 使得对每一个 t 有 

1]~[ 0
10 =≥+ εδ tii AAP  （14.2） 

最优利润如下给出： 

)~)((

)~()()~)((),(
10

1010

tiiiti

tiiitititiiitititi

AAx

AAxxfAAxfr

δπ

δδππ

+=

+′−+=
 （14.3） 

   为简化计算中的记号，令： 

titittiti rxf δσμ ~),( +=  （14.4） 

titittiti rxf δσμ ~),( ′+′=′  （14.5） 

titittiti VDrx δπ ~),( +=  （14.6） 

其中： 

10

1010

)(;)(

;)(;)(;)(;)(

iitiitiitiit

iitiitiitiitiitiitiitiit

AxVAxD

AxfAxfAxfAxf

ππ

σμσμ

≡≡

′≡′′≡′≡≡
 （14.7） 

除非特别声明，所有量均处于均衡，记号的意义如下： itD 表示 t 期的平均红利或期望利润，

itV 表示利润对于过程{ }∞=1
~

ttδ 的变化性系数，等等。一个特别的比喻是将{ }∞=1
~

ttδ 想象成市场，

所有的行业 Ni ,...,2,1= 的生产和收益都受市场的影响。 tδ
~
的高值对应于市场繁荣，而低值

对应于市场低迷。具有 01 >iA 的行业 i 为正周期性行业，那么 01 <iA 则为反周期行业，而

01 =iA 则为非周期行业。 

假设 1. 至少存在一个行业记为 N 为非周期的，称为是无风险的。为了强调，我们有时称 N
为无系统风险的行业。 

   为了使所有行业在均衡中都活跃且产出有界，我们假定如下： 
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假设 2. （i） Nifi ,...,2,1,)0( =∞=′  （ii） Nifi ,...,2,1,0)( ==∞′ 。 

假设 2（i）保证沿均衡所有的 0>itx ；假设 2（ii）意味着存在上界 B 使得 1..pwBxit ≤ ，

对所有的 i 和 t 。 

    尽管 )(xf 的凹性和 0)0( =f 蕴含最优利润非负，我们还进一步要求对每一 0>x 利润

为正，即： 

假设 3. 0)()()(,0 >′−≡>∀ xxfxfxx iiiπ 。 

假设 3 将用来证明均衡中股票价格为正。 

    由均衡的一阶必要条件（12.13）—（12.16）、（14.2）、假设 2（i）和假设 3，立即可知： 

eaPcuEcuP tititttit .)])(([)( 1,1,1 +++ +′=′ πβ  （14.8） 

eacuEucuE

RcuEcu

ittttittt

tittt

.]~)([)(

])([)(

11

1,1

σδββ

β

′′+′′=

′=′

++

++
 （14.9） 

（14.9）的右边可从（14.5）得到。由假设 3 显然可知股票价格为正数，因为 1..1, pwti +π 为

正。因此，（14.8）和（14.9）是等式且 1=itZ 。 

    PDVP = 的公式将通过递推的方式由（14.8）和(14.9)推出，利用（14.3）和（14.6）得： 

tititti VD δπ ~
1, +=+  （14.10） 

为了简化记号，对所有 t ，记 11 )( ++ ′=′ tt ucu 。由（14.8）和（14.10），我们有： 

][)~()( 1,111 ++++ ′+′+′=′ tittittttittttit PuEVuEDuEcuP βδββ  （14.11） 

注意，至少在理论上 itititit VD ,,,σμ ′′ 均为可观察的。因而，如果我们通过在（14.8）式中用 1+t

代替 t 向前递推，并将结果代入（14.11），那么我们能够利用（14.9）根据 itμ′， itσ ′求解出 

t

tt
t

t

t
t

t

ttt
tt

t

tt
tt

u
u

n
u
u

m

u
uE

nE
u
uE

mE

′
′

≡
′
′

≡

′
′

≡
′
′

≡

++

++

δββ

δββ

~
;

)~(
;

11

11

 （14.12） 

和建立 itP 的 PDVP = 公式。由（14.11）我们递推下去可得： 
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)]([
][

)]([

...][

]}/)(
[{

/][

1,11

,1111

,11

1,111,11

12,21

1,111,11

1,1

++++++

+++−+−+++

+++++

++++++

++++

++++++

++

+

+

+

++++=

′′+

+++=

′′++=

TtiTtTttttt

TtiTtTtTtTttttt

TtiTtTttttt

tittttittttitttittt

ttitt

titttittttitttittt

ttittitttitttit

PmEmEmE
VnEmEmEmE

DmEmEmE

VnEmDmEmEVnEDmE

uPuE
VnEDmEmEVnEDmE

uPuEVnEDmEP

L

L

L

β

β

 （14.13） 

假设 4. 效用函数 )(⋅u 满足对所有{ } NiRP tititit ,...,2,1,,, 1 =∞
=π ， ∞TVC 对消费者的最大化是

必要的。此处 ∞TVC 意味着： 

)(0)]([ 1,11 ∞→→++++++ TPmEmEmE TtiTtTttttt L  （14.14） 

由（14.9），对每一个 t ，我们得到： 

itttittt nEmE σμ ′+′=1  （14.15） 

由此，若 0≡′Ntσ ，那么（14.15）蕴含着 

NtNtititNtttNttt tnEmE μμσμμμ ′Δ−≡′′′−′=′= /)/1](/)[(;/1  （14.16） 

注意，这里的 tΔ 为投资组合理论中收益的经典风险调整率。同时， Ntμ′ 为本金加上在过程 N

中使用一个边际单位所得利息。重要的是 tΔ 与 i 无关。进一步，Ross 风险价格 tλ 由 tt Δ= βλ

确定。这可根据（11.16）和(14.16)得到。现在来讨论 K 个因子的情况。 

    在 K 个因子情况下，令： 

0,0~),~)((),( 00
1

0
1 >≡≡ +

=
+∑ it

K

k

k
t

k
iitititi AAxfrxf δδ  （14.17） 

数据上的假设完全相同于第 13 节。然后，如（14.4）、(14.5)和（14.6）一样，我们可以记： 

∑
=

++=
K

k

k
t

k
itittiti rxf

1
1

~),( δσμ  （14.18） 

∑
=

++′=′
K

k

k
t

k
itittiti rxf

1
1

~),( δσμ  （14.19） 

1,
1

1
~),( +

=
+ ≡+= ∑ ti

K

k

k
t

k
itittiti VDrx πδπ  （14.20） 

其中（14.18）—（14.20）中的量由（14.7）定义。保留上述相同的假设。则（14.8）和（14.9）

变为： 
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])~([ 1,1
1

11 ++
=

++ ′++′=′ ∑ tit

K

k

k
t

k
itittttit PuVDuEuP δβ  （14.21） 

)]~([
1

11 ∑
=

++ +′′=′
K

k

k
t

k
ititttt VuEu δμβ  （14.22） 

定义： 

t
k

tt
k
tttt uunuum ′′≡′′≡ +++ /)~(,/)( 111 δββ  （14.23） 

然后，令 N 为无风险过程，即 0≡k
Ntσ 对所有 k 和 t 成立，我们有： 

Nttt mE μ′= /1  （14.24） 

且对任一 i ： 

∑∑
==

′+′′=′+′=
K

k

k
tt

k
itNtit

K

k

k
tt

k
itittt nEnEmE

11
)(/)()(1 σμμσμ  （14.25） 

因此，从（14.25）可知： 

NinE
K

k

k
tt

k
itNtitNt ,...,2,1,)(/)(

1

=′=′′−′ ∑
=

σμμμ  （14.26） 

这里假定（14.26）的唯一解
k
tt nE 存在且可定义为： 

Nt
k
tt tnE μ′Δ−≡ /  （14.27） 

还要注意系统风险 k 的 Ross 价格 ktλ 也满足
k
tkt Δ= βλ ，这可从（11.16）和（14.27）得出。

设： 

tititit VD Δ−≡ξ  

则（14.8）变为： 

Nttitit

NttiNt
t

t
t

Nt

it
it

PE

P
u
u

EP

μξ

μμ
β

μ
ξ

′+≡

′′
′
′

+
′

=

+

+
+

/}ˆ{

/)}]({[

1,

1,
1

 

因此： 

itNtittit PPE μξ ′=++1,
ˆ  （14.28） 

   方程（14.28）表明，把 itP 投入股票市场得到的期望收益在支付承担风险的报酬后与把它

投资于无风险过程得到的期望收益是一样的。这说明如果考虑资金的机会成本和承担风险的

成本，股票市场是一个公平博奕，很显然， 0=itξ 和 1=′Ntμ 是鞅的必要条件。特别要注意
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的是方程（14.28）的可检验性，它的不成立标志着在我们的模型在现实市场的无效性。 

    值得在此指出的是若随机变量 

tNttt Iuu ≡′′′+ μβ )/( 1  （14.29） 

在 t 期独立于的 1, +tiP ，则（14.16）蕴含着（14.28）因此可以将其改写为： 

itNtittit PPE μξ ′=++1,  （14.30） 

方程（14.30）是可直接检验的，因为与（14.28）不同，它不含主观因素。导出像（14.30）

那样不包含主观因素从而可以直接检验的方程的问题尚未解决。独立性假设是一种太强的方

式。也许较弱的假设存在，它会导致一个类似于（14.30）的公式，至少在逼近的意义下是成

立的。 

15. 可检验公式 

   在资产定价函数 )(yPi 线性的假设下产生的公式是可直接检验的。下一节将给出一个例

子，在那里， )(yPi 是线性的。 

定理 15.1 假设第 14 节中的假设 1—4 成立。进一步，假设存在常数 iK 和 iL 使得： 

NiLyKyP iii ,...,2,1)( =+= ，  （15.1） 

则对每一个 t 和 i ： 

∑∑
=

+
=

+ Δ−+Δ−=′
K

k

k
it

k
ttit

K

k

k
it

k
ttititNt VESPEP

1
1,

1
1, πμ  （15.2） 

一定成立。 

证明：这里，由（15.1）和（14.20），我们可以记： 

1,

1
111,

~)(

+

=
+++

≡

+≡≡ ∑

titit

K

k

k
t

k
itittiti

PEP

SPyPP δ
 （15.3） 

1,
1

11, ;~
+

=
++ ≡+≡ ∑ titit

K

k

k
t

k
ititti EDVD πδπ  （15.4） 

其中
k
ittittit SEPE ,, 1,1, ++ π 和

k
itV 不依赖于 1+ty 而仅依赖于 ),...,( Ntit xx 。 

    为了证明（15.2），必需证明（15.3）和（15.4）成立。由（14.17）和 1+ty 的定义，我们

有： 
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)~()(),(
0

1
11

11 ∑∑∑
=

+
==

++ =≡
K

k

k
t

k
j

N

j
jtj

N

j
tjjt Axfrxfy δ  （15.5） 

因此， 1+ty 为股票
k

t 1
~

+δ 的线性组合，且其权重仅依赖于 ),...,( Ntit xx 。 1, +tiP 也完全一样。这样，

对适当的
k
itS ，（15.3）式成立，因为 1, +tiP 关于 1+ty 为线性。方程（14.20）与（15.4）相同。 

    （14.21）式两边同除以 tu′，得： 

][)]([ 1,
1

1 +
=

+ ++= ∑ titt

K

k

k
t

k
ititttit PmEVDmEP δ  （15.6） 

利用（14.23），令： 

k
tt

k
tttt nEnmEm ≡≡ ,  （15.7） 

由（156）和（15.7），我们有： 

∑∑

∑∑

==

=
+

=

+++=

+++=

K

k

k
t

k
ititt

K

k

k
t

k
ititt
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k

k
t

k
itittt

K

k

k
t

k
itittit

nSPmnVDm

SPmEnVDmP

11

1
1

1
)]~([ δ

 

但（14.24）和（14.27）蕴含： 

∑
=

+Δ−+=′
K

k

k
it

k
it

k
titititNt SVPDP

1

)(μ  

定理得证。 

    值得指出的是，尽管（15.2）不包含主观因素因而可以直接检验，但这是在资产定价函

数 )( 1+ti yP 为线性的强假设下得出的。为了能把持有资产 i 的单期收益 itZ 写成 Ross 的线性形

式（11.2），线性假设是必须的。从而可利用 itZ 的线性形式推出（15.2）。我们推断，为了能

以（11.2）的形式写出均衡资产收益，在效用函数和技术上需要更强的条件。因此（15.2）不

是普遍成立的，它仅在线性逼近下成立。 

（15.2）的经济内容是很有说服力的，它就是标准的无套利条件。在时间段 ]1,[ +tt 上承

担 k 类单位风险的价格为
k
tΔ 。t 期风险来自两个方面： 1, +tiπ 和 1, +tiP 。利润包含

k
itV 单位的 k

类风险。股票 i 在 1+t 期的价格包含
k
itS 单位的 k 类风险。因此，承担各种类型和各种来源所

带来的风险的总成本为： 

∑
=

+Δ
K

k

k
it

k
it

k
t SV

1

)(  
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这样，（15.2）刚好说明投资 itP 的无风险所得一定等于 1+t 期股票 i 的经风险调整的售出

价与经风险调整的利润之和。 

16. 一个例题 

   在本节中，我们将给出一个例子来说明在 11—15 节中所阐述的思想，具体数据如下： 

ccu log)( =  （16.1） 

)10;,...,2,1()(),( <<== αα NixrArxf iiii  （16.2） 

我们假定对所有的 i ，有： 

)(0)( RrrAi ∈∀>  

且 )(rAi 关于 r 连续。由 R 的紧性可知，每个 )(rAi 均有正的下界 0>iA 。 

      对所有的 t ，一阶必要条件变为 

])(1[1 1

1

−

+

≥ αβα itti
t

t
t

xrA
c

E
c

 （16.3） 

NixxrA
c

Ex
c ititti

t
tit

t

,...,2,1,])(1[1 1

1

== −

+

αβα  （16.4） 

0][lim
1

=
−

∞→ t
t

t

tt
x

c
E β

 （16.5） 

猜测一个形如 

1;;;)1(
1

===−= ∑
=

n

i
itiittttt xxyxyc ηηλλ  （16.6） 

的最优解，其中： 

Nii ,...,2,1,0;0 =≥> ηλ  （16.7） 

将（16.6）代入（16.3）和（16.4），解出λ、{ }N
ii 1=η ，并验证（16.5）是否成立。这样我们得： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
≥

−
−

+

1

1

)(
)1(

1
)1(

1 α

λ
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λ itti
t

t
t

xrA
y

E
y

 （16.8） 

当且仅当： 
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当且仅当： 
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当且仅当： 
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i
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η
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当且仅当： 

tiit yx Γ≥ −1αβαη  （16.9） 

从（16.4），按得出（16.9）的同样的步骤，我们得： 

ii
t

it

y
x

Γ= αβαη  （16.10） 

当且仅当： 

titiiit xyx ηβαηα =Γ=  （16.11） 

因此（16.9）对所有 t 和 i 等式成立。且在 1=N 时容易看出： 

βαλ = ， 

于是对 1≥N 推测有： 

),...,2,1(1; 1 Niii ==Γ= −αηβαλ  （16.12） 

和检验（16.5）式是自然的。若（16.12）满足（16.5），则我们找到一个最优解，因而其为唯

一的最优解。 

    这样，我们有： 
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 （16.13） 

可以证明，（16.13）有唯一解{ }N
ii 1=η 。 
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    易证在（16.6）中令 Niii ,...,2,1,, =≡≡ ηηαβλ ，则产生的解不仅在结构上满足（16.3）

和（16.4）也同时满足（16.5）。我们将此留给读者。 

让我们利用这个解来计算第 12 节讨论的均衡资产定价函数的例子。由（12.35）和（12.32），

我们有： 

)]()([

)]()([]))(([

1
'1

1
'1

1,1,1
'

+

−

+

−
+++

=

=+

titit

tittitittititt
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cuxrAEPPcuE
α

α

ηα

απ
 （16.14） 

ααα

αα

ηαα

απ

titiitti

itittiittiti

xrAxrA

xxrAxrA

)()1()()1(

)()( 1
1,

−=−=

−= −
+  （16.15） 

因此，对于 ccu log)( = ，利用 tt yc )1( λ−= ，形如 )( tiit yPP = 的资产定价函数的一阶必

要条件变为： 

]/))([(/)( 11,1 +++ += ttitittti yyPEyyP πβ  （16.16） 

方程（16.15）和（16.16）两等式告诉我们： 

NiyyPE
yyP

xrAxrAEyyP

ttiti

tti

N

j
tjtititittti

,...,2,1]/)([)1(
}/)(

])(/[)()1{(/)(

11
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1

=+−≡
+

−=

++

++

=
∑

βηαβ

ηηαβ αααα

 （16.17） 

其中利用（16.13）可知： 

)])(/()([
1
∑
=

=
N

j
jtjititi rArAE αα ηηη  （16.18） 

    方程组（16.17）特别适合应用压缩映射定理来产生满足（16.17）的唯一的不动点

))(),...,(()( 1 yPyPyP N≡ ，而我们推测此解形式为： 

NiyKyP ii ,...,2,1,)( ==  （16.19） 

通过对比系数可从（16.19）中找出 iK 。显然由（16.19）可知， iK 满足： 

NiKK iii ,...,2,1,)1( =+−= βηαβ  （16.20） 

于是： 

NiK ii ,...,2,1,)1()1( 1 =−−= − ηαββ  （16.21） 

    因为（16.19）的右边为定义在 ),0[ ∞ 上有界连续函数空间上且取值在
NR 中的模为 β 的

压缩映射，所以（16.19）的解为满足 yyPi /)( 在 ),0[ ∞ 上有界且连续的唯一解。 
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    我们现在给出一个已解的例题。检验 )(yPi 对来自问题（16.19）和（16.21）的数据的依

赖性是有趣的。 

    首先，在单一资产情况下，我们由（16.18）可知 1=Nη ，于是： 

yyP )1(
1

)( α
β

β
−

−
=  （16.22） 

因此，（i）资产价格随产出对资本投入弹性的增加而减少；（ii）产出的变化不影响股票价格；

（iii）资产价格随 β 增加而增加。 

    结果（i）的原因是因为国民产出收益部分与α反向变化。由对数效用函数可以推出（ii）。

（iii）是因为随着 β 的增加，将来相对于现在更重要，因此储蓄应该增加，这样就促成资产

价格上升。 

进一步，（16.22）还告诉我们资产价格随当前可支配收入 y 的增加而增加。 

其次，在多资产情况下，我们有： 

yyP ii ηα
β

β )1(
1

)( −
−

= ， Ni ,...,2,1=  （16.23） 

我们可以看出，如果以系数 iA 度量厂商 i 利用公共技术
αx 的生产率，使得 i 的产出为

αxAi ，

则相对生产能力较高的厂商的股票的相对价格也高。绝对生产率不影响相对价格，这是因为

iη 关于 ),...,( 1 NAA 是零次齐次的。 

    这又是一个直观上看起来非常清晰而后得以应用的结果。在这种经济活动中，消费者没

有其它选择而只能投资于 N 个厂商的股票中。因此，若他们的生产率全部减半，尽管产出将

降低，资产价格有关整体将没有变化。这类结果是对于对数效用和 Cobb-Douglas 生产技术情

形所特有的。 

17. 各种应用和习题 

（1）在第 3 节的 Black-Scholes 应用中，假设作为期权标的物的股票价格 S 如下给出： 

2211 dzdzdt
S
dS σσα ++=  （17.1） 

替代方程（3.7）。注意在（17.1）中我们有两个相关的噪声，且： 

dtdzEdtdzdzEdtdzE ttt === 2
221

2
1 ,, ρ  

推出此种情况下的 Black-Scholes 方程并推测当 1→ρ 或 1−→ρ 时期权的变化。 

（2）更多的关于 Black-Schloes 的问题：第 3 节中的 Black-Scholes 期权定价模型揭示出期权



《经济学和金融中的随机方法》                                               第四章 

F 的价格为股票价格 S ，执行价格 E ，期权的执行时间τ ，无风险利率 r 和股票价格的瞬时

波动率
2σ 的函数。直观地我们有： 

（a） 0/ >∂∂ SF ，即，随股票价格上升期权价格亦上升。 

（b） 0/ <∂∂ EF ，即，随执行价格上升期权价格亦下降。 

（c） 0/ >∂∂ τF ，即，随执行日的延长期权价格亦上升。 

（d） 0/ >∂∂ rF ，即，随无风险利率的上升期权价格亦上升。 

（e） 0/ 2 >∂∂ σF ，即，随波动率的上升期权价格亦上升。 

验证（a）—（e）的真实性。可参见 Merton（1973a）和 Smith（1976）。 

（3）Merton 的协态方程：考虑第 4 节中的只有一个风险资产和一个无风险资产的特殊情况

Merton 模型： 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+∫
T

TWBdttCuE
0

0 ))((),(max  

11111 )()( dzWdtCrWWdtrdW σωαω +−+−=  

)0(,,/ 1011111 PWdzdtPdP σα += 给定 

这里 1α 和 1σ 独立于 1P 和 t ， 1ω 表示W 在风险资产中的百分比，无风险资产所获利率为 r 。

令 )(tP 表示状态 )(tW 的协态的现值。利用第三章的 Hamiltonian 和协态方程加上控制C 及

1ω 必需满足的必要条件，写出协态的形式方程： 

1),(),( dztPdttPdP PP σμ +=  （17.2） 

找出函数 Pμ 和 Pσ 。若 1α 和 1σ 独立于时间，你会得出什么结果？对随机积分（17.2），你能

根据 0P 找出 )(tP 的解吗？ 

)(TP 的值如何确定？ )(tP 在给定 0P 的条件下依赖于 TWtCU ,),,( 0 和 ))(( TWB 吗？

不管投资者的爱好、年龄和初始财富如何， r,1α 和 1σ 的齐次性是否蕴含投资者行为的齐次

性？你如何描述这个陈述？ 

（4）把由 Vasicek（1977）引进的一种特殊情况考虑成第 8 节所提的一般模型的一个实

例。假定风险的市场价格 ),( trq 为常数且独立于时间和即期利率水平，我们记 qtrq ≡),( 。

接下来假定即期利率 )(tr 服从过程： 

0)( >+−= αργα ，dzdtrdr  （17.3） 
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如（8.4）的一种特殊情况。方程（17.3）称为 Ornstein-Uhlenbeck 过程，且当 0>α 时它又在

金融文献中叫做弹性随机游动。这一过程最大的优点是具有平稳分布。在以上特定假设下找

出期限结构方程（8.10）的解，并解释其经济意义。参见 Vasicek（1977）。 

（5）第 9 节所提 Constantinides 模型的一个简单生成法如下：假设项目在时间段 ),( dttt + 所

生成的现金流为随机的，表示为 2sdzcdt + ，这里 ),(),,( txsstxcc == 且 2z 为维纳过程。

改写（9.1）为 1dzdtdx σμ += 。假设 1z 和 2z 相关，在这些假设下找出代替（9.3）和（9.8）

的新方程并解释随之而来的结果。 

（6）考虑资产收益遵循如下过程： 

Nidzdtxdx iiii ,...,2,1/ =+= ，σα  （17.4） 

这里 ii xdx / 为股票 i 的瞬时收益。注意扰动 dz 对所有股票都相同。利用 dz 和无风险的投资

组合获得无风险收益率 r 的假设，证明： 

jjii rr σασα /)(/)( −=−  （17.5） 

对所有的 ji, 成立，假设 0≡Nσ 且 rN ≡α 。 

现在介绍通胀。设价格水平 P 服从： 

dwdtPdP σπ +=/  （17.6） 

称上面（17.4）中的收益为名义的。假定 dtdwdzEt ρ= 。利用随机积分求出真实收益： 

dtCdtBdtA

dwdzdt
Px
Pxd

iii

i

i

++≡

++= )()()(
/

)/(
 （17.7） 

    其次，利用类似于 Black-Scholes 方法的套期保值和均衡论点推出系数 iii CBA ,, 的关系，

它们一定在均衡中成立。感觉上假定 dz 和 dw 无风险资产的存在是多余的。通常假定股票收

益与预期通胀负相关。你能在 iii CBA ,, 的均衡关系中找出与这个假设相一致的一组

{ } ρσπσα ,,,, 1
N
iii = 结构吗？ 

（7）考虑第三章第 15 节和本章第 11—16 节所提到的模型类似的连续时间模型。 

     代表性消费者求解问题： 
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)()(

))((max

1

0
0

txtx

dttcucE

N

t

t

=∑

∫
∞

−β

 （17.8） 

满足： 

NiExx

xdRdEddEPdxdttc

i

N

ii

N

ii

N

ii

,...,2,1,1)0()0(

)(

0

111

===

+=++ ∑∑∑
给定，

π
 

其中： 

dzBdtAdR iii +=  （17.9） 

),...,2,1( Nidzbdtad iii =+=π  （17.10） 

厂商的问题如下： 

dziBixixidtiAixixifid ])([])(max[max −+−= σπ  （17.11） 

可得： 

iiiiii BxAxf =′=′ )(;)( σ  （17.12） 

)()();()( iiiiiiiiiiii xxxbxfxxfa σσ ′−=′−=  （17.13） 

这里 )(tEi 表示厂商 i 在时刻 t 拥有的股份数， )(tx 为时刻 t 的真实产出， dttc )( 为在

),( dttt + 内的消费总量。时刻 t 的 )(tEi 股份的所有权在时刻 dtt + 可得 idπ 单位的产出。时

刻 t 在过程 i 中的投资 )(txi 在时刻 dtt + 可得新产出 idR 以及原始的 )(txi 。在每一时刻 t ，

产量 )(tx 被分配到 Ni ,...,2,1= 个厂商，其租金收入 idR 将依赖于时刻 dtt + 所发生的情况而

定，且在时刻 dtt + 获得。均衡如本章第 12 节所定义，重新回忆在均衡中代表性消费者对

{ }N
iixxc 1,, = 和{ }N

iiE 1= 将面对 idπ ， idR 和 iP 等参数和解（17.8）。 

   用离散时间的类似问题逼近（17.8），取极限且消去高阶项得到下述最优条件： 

)()()(
dtu
dRud

E
dt

dR
E

dtu
udE i

t
i

tt ′
′

+=
′
′

−β  （17.14） 

)()()(
dtu
Zud

E
dt
Z

E
dtu
udE i

t
i

tt ′
′

+=
′
′

−  （17.15） 

PdpdZ iii /)( +≡ π  
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在均衡中， idπ ， idR 的瞬时期望值和标准差在每一时刻 t 可以写成 )(tx 的函数而与时间无关，

解释为什么可以这样做？同样解释为什么 )(tPi 可以写作 ))(( txPi 。接下来假设第 N 个过程

是无风险的，即 0)( =NN xσ 。在均衡中记 )()( NN xfxr ′≡ 。对 )(xPi 利用 oIt ˆ 引理推导

Lintner-Sharpe 确定性等价公式： 

)()]()()([

)()()(
2
1)()()()( 2

dtu
dzudExbxxP

xaxxPxxPxPtr

tiix

iixxixi

′
′

++

++=

σ

σμ
 （17.16） 

这里 dzxdtxdx )()( σμ +≡ 。解释（17.16）的经济意义。 

18. 进一步的注释和参考 

    在本章里，我们给出了大量的应用来说明各种随机方法。关于金融领域利用这些随机方

法的研究文章，数量在近二十年有显著的增长，最近有几本收集了如 Szegö 和 Shell（1972）、

Ziemba 和 Vickson（1975）、Levy 和 Sarnat（1977）、Bicksler（1979）及其他人的主要贡献的

书籍。这些书中的文章可以用来作为本章应用的补充。 

    Black-Scholes 的期权定价理论及随后的数位作者对于这一理论的改进对这一领域内文献

的迅速增长起了很大的作用。要浏览期权定价的主要结果，我们建议看 Smith（1976，1979）

的综述文章。 

    Black-Scholes（1973）原文中给出了如下的几个假设：（1）没有卖空障碍；（2）没有税

收及交易费用；（3）市场活动连续且股票价格服从 oIt ˆ 过程；（4）股票无红利支付，期权仅

能在合约到期日执行；（5）无风险利率已知且为常数。在这些假设下，Black 和 Scholes 认为

无风险套期保值策略可由看涨期权和标的股票的适当比例构建出。这样的一个瞬时无风险套

期保值策略获得等于已知为常数的无风险利率的收益率。从 1973 年开始，数位作者修改了这

些假定，更重要的是，Black-Scholes 期权定价理论在金融的各个领域得到大量的应用。 

    原始假定的几种修正概括如下：Merton（1973a）分析了带有随机利率的期权模型。Ingersoll

（1976）关注了一种不同税制的问题。Cox 和 Ross（1976）用不同的随机过程完成了期权定

价。Merton（1976）研究了不连续收益结构的问题。Smith（1976）讨论了一些另外的修正。 

    为了举例说明，我们遵循 Smith（1979）的方法来阐述 Black-Scholes 期权定价理论的一

些应用，在这里首先被考虑的为欧式看涨期权。回忆欧式看涨期权的意义，它可在合约到期

日以标明的执行价格买进一股股票。本章第 3 节和练习（2）证明看涨期权的价格可以表示为

),,,,( 2στ rEXF 。Merton（1973a）研究了欧式看跌期权，即在合约到期日可以确定价格卖

出一股股票。他发现当借贷利率持平时，欧式看跌期权的价格等于由一份具有相同期限的欧

式看涨期权、一张面值等于期权执行价格的无风险债券和一股卖空的股票所构成的投资组合
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的价格。 

    Black-Scholes 看涨定价模型也可用来定价厂商的债务和股票。假定为：（1）厂商发行的

贴现债券直到债券到期日持有者方可收到红利（当然如果有的话），且如果仍有剩余，则付给

股票持有者。（2）厂商总资产不受资本结构的影响，即 Modigliani-Miller（1958）的应用情

形。（3）对具有对数正态分布和常数收益率的厂商资产价值的动态行为有齐次期望。在这些

假设和给定常数无风险利率情况下，Black-Scholes 理论提供了厂商证券的正确估价。在这种

情况下，发行债券相当于股票持有者卖给债券持有者厂商资产加上一个债券面值为执行价格

的看涨期权。这样，厂商的股票像一个看涨期权。 

    下面，代替只在到期日付一次本金和利息的债券，我们来考虑可转换债券。可转换债券

向债券持有者在到期日提供一种选择：或者收到债券的面值，或者拥有厂商资产价值相应比

例的新股。应用 Black-Scholes 理论已证，可转换债券相当于不可转换债券加上一个看涨期权。

参见 Ingersoll（1977）和他的参考书籍。 

    Black-Scholes 理论也可用来给其他几种不同的未定权益定价，如有保险合约的定价，有

担保贷款定价，出租定价和保险定价等。Smith（1979）综述类似定价的各种结果并提供了适

当的参考书目。 

    期权定价的一个简单方法最近由 Cox 和 Ross（1979）提出。他们给出了一个简单的离散

时间期权定价公式，在那里由套利方法得出的期权估价的基本经济原理既清晰又直观。进一

步，他们的方法仅要求初等数学，但作为特殊极限，它包含了 Black-Scholes 模型。尤其是，

Cox 和 Ross（1979）提出当股票价格的变动为离散的二叉树过程或这样一个过程的极限形式

相一致时，期权可以只基于套利方法来定价。利用套利方法定价期权一定要存在一个其他资

产的组合，这些资产在任一状态下都可以精确复制出由最优执行期权所得的收益。 

    Cox 和 Ross 的基本结果可表达如下：假定市场是完全的，利率改变不是随机的，但股票

价格的改变总是随机的。在离散时间模型中，按照只利用股票和债券构造投资组合的套利方

法，给所有到期日和执行价格的期权定价的充分必要条件是在每一期中：（1）股票价格从期

初值到期末的变化仅为除息值。（2）红利和两种可能变化中的每一个的大小目前为已知函数，

它至多依赖于（i）当前及过去股票价格，（ii）当前及过去随机变量的值，此随机变量每一期

的变化完全相关于股票价格的变化，（iii）公历时间。这一结果的证明参见 Cox 和 Ross（1979）。 

    简单说明 Black-Scholes 理论的一些修正及应用后，我们向读者推荐另外两篇讨论与期权

定价理论相联系的一些基本问题的文章，它们的作者是 Harrison 和 Kreps（1979）及 Kreps

（1980）。考虑的重点是：交易证券的能力经常使一些多期证券跨越许多状态成为可能。在

Black-Scholes 理论中有两个证券及不可数个的状态，但由于有无穷多的交易机会和不确定性

被很好地解决，所以市场实际上是完全的。这样，尽管从相对状态来讲证券相当少，然而市

场是完备的，风险被有效分派。确定能使市场完全的证券数目和评估 Black-Scholes 理论的稳

健性的重要条件是什么？这一问题呈现在 Kreps（1980）中。 

    在第 4 节中简单讨论过的 Merton（1971）的连续模型提出了一个在不确定情况下分析消

费和投资的一般均衡框架。研究离散时间下相同问题的两篇早期文章是 Fama（1970a）和

Hakansson（1970）。另外一些重要文章有 Sharpe（1964）、Lintner（1965a,1965b）和 Mossin
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（1966）。使用连续分析的优势在 Merton（1975b）中被讨论，他宣称，当交易时间段充分小

时，连续时间解与离散时间解是一致的，且所需假设按照它们实际活动的资本市场来描述。

进一步，连续时间分析具有经典均值—方差模型的所有简单性和经验的易处理性的优点，但

没有多余的假设。 

   Merton（1973b）用类似于 Merton（1971）的方法发展了瞬时资本资产定价模型。资本市

场模型由任一数量的、使一生消费效用最大化的和进行连续时间交易的投资者们的投资组合

选择行为所导出。资产的显式需求函数被求得，且表明当前的需求受未来投资机会的不确定

改变的可能性所影响。期望收益间的均衡关系由总需求和市场出清的要求得出。与标准的

CAPM 相反，风险资产的期望收益率可以不同于无风险利率，甚至当没有系统或市场风险

时也如此。Merton（1973b）的理论被 Breeden（1979）加以推广。这一推广是利用与 Merton

（1973b）相同的连续时间结构完成的。然而，Breeden（1979）证明 Merton 的多维 β 系数定

价方程可以退化成单一的 β 方程，其中任一证券的瞬时超额期望收益与它的 β 系数，或者说

与它同积累消费的协方差成比例。Breeden 指出这一结果可推广到资产 β 系数是相对于积累

真实消费而度量的多商品世界。 

    Merton（1971,1973b）的其他推广，刚才提及了一些，不包含 Magill 和 Constantinides

（1976）。他在投资组合选择问题中引进了交易成本，Constantinides（1980）在消费投资问题

中引进了个人税，Litzenberger 和 Ramaswamy（1979）在个人税外还包含了红利。 

    Merton（1981）是一篇介绍消费、投资和投资组合选择的一般均衡分析方法的有用的综

述文章。在这篇文章中 Merton 给出一个在不确定条件下的消费储蓄选择和投资组合选择的全

面统一的评述。这两种选择是不确定条件下投资的微观经济理论的组成部分。这一综述丰富

了本章第 4 节我们的简要的讨论。注意由 Black-Scholes 期权理论给出的证券定价与连续时间

资本定价模型的一致性的讨论见 Smith（1979，pp.89-90）。 

    在第 7 节，我们仿照 Fischer（1975）阐述随机积分方法在指数债券问题方面的应用。进

一步的、最近的参考文献有 Liviatan 和 Levhari（1977）。指数化概念的简要历史可见于

Humphrey（1974）。 

    利率的期限结构理论被关注已有较长的时间，一般性地浏览会发现 Meiselman（1962）、

Malkiel（1966）、Nelson（1972）、Michaelsen（1973）等书籍是很有用的。Vasicek（1977）

的文章被用在第 8 节中以说明随机微积分方法的广泛性。随机微积分也被 Cox,Ingersoll 和

Ross（1978）用来发展利率期限结构的一般理论。Cox, Ingersoll 和 Ross 利用 Merton（1973b）

的连续时间CAPM 结构和 Lucas（1978）的理性预期均衡模型发展了一个完全瞬时资产定价

模型。该模型易处理，且当均衡随时间运动时，也不会与个人期望矛盾。由这种模型，Cox, 

Ingersoll 和 Ross 发展了一种利率期限结构理论并给出这种期限结构的闭形式解，也给出具有

潜在可检验债券的价格。详见 Cox, Ingersoll 和 Ross（1978）的文章。另外一些相关文章有

Richard（1978）、Dothan（1978）及 Brennan 和 Schwartz（1977）。 

    随机微积分方法在期货定价中也找到它的应用之地。在第一章第 6 节我们简要介绍了期
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货定价的概念。有兴趣研究期货定价的读者可以参考 Black（1976）、Cox，Ingersoll 和 Ross

（1980）以及这些文章中所引用的参考文献。期货市场和远期市场在专业文献中曾被作为相

同问题对待，Cox, Ingersoll 和 Ross（1980）解释了它们本质上的不同，并清晰地给出这两个

市场的适当关系。 

    货币均衡需求及其在货币管理上的相关问题是好的研究领域。在应用 10 中多次被引用的

一些文献有 Eppen 和 Fama（1968,1969）、Neave（1970）、Vail（1972）、Constantinides（1976）

及 Constantinides 和 Richard（1978）等。对可能引起某些读者兴趣的相关问题的讨论见于

Daellenbach 和 Archer（1969）及 Crane（1971）。 

    在第 11—18 节，我们仿照 Brock（1978）发展了由 Merton 首创的资本资产定价的瞬时

一般均衡理论。然而，我们注意到 Merton 的瞬时资本资产定价模型并不是 Arrow-Debreu 意

义下的一般均衡理论，因为不确定性的技术来源与风险资产的均衡价格不相关。在这些节中

这样处理的原因是现代金融和随机增长模型的一体化思想。基本上，我们所做的是修正 Brock

和 Mirman（1972）的随机增长模型，以便将重要的投资决策问题合并到 Lucas（1978）的资

产定价模型中。这样做的目的是保留 Merton 框架的经验易处理性，同时决定由 Ross（1976）

资本资产定价套利理论导出的风险价格。系统风险 k 在 t 期的 Ross 价格，用 ktλ 表示，它是

由系统风险源 ktδ~ 所导致的。 ktλ 由消费边际效用与
N
ktδ 的协方差确定。这样，Ross 的 ktλ 被生

产不确定性源和风险资产的需求的相互作用而确定。进一步，该模型给出一个前后关系，其

中均衡收益是经济中不确定性的线性函数的结论成立的充分条件，在体验和技术上可以找到。

收益的线性是 Ross 理论中所必需的。 

    引进不完全信息，并探索厂商应遵循什么规则才能在某些或有市场短少时使代表性消费

者可最大化均衡福利，沿着这样的一条思路，我们的研究应该得到更多的进展。最后，更困

难也许更有趣的问题是引入不均匀的消费者，使得我们可以考虑借用未来收入和研究这样做

对风险价格的影响。 
 


